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摘摘摘 要要要

低密度奇偶校验（Low Density Parity Check，LDPC）码是一种非常逼近香农极限

的纠错码，在包括5G在内的各种通信领域都获得了广泛的应用。除了经典的置信传播

（Belief Propagation，BP）算法，基于最大似然（Maximum Likelihood，ML）问题的线性

规划（Linear Programming，LP）译码算法凭借其较强的理论保证和优良的纠错性能得到

了研究者的广泛关注，如何降低其较高的复杂度以及进一步提升译码性能成为了近年来的

研究热点。惩罚对偶分解（Penalty Dual Decomposition，PDD）算法是一种适用于求解大

规模分布式优化问题的算法，本文主要基于PDD算法框架对LDPC码的LP译码问题进行求

解，同时引入深度学习中的深度展开技术来提升译码性能，并进一步地将LP译码的思想推

广到码间干扰（Inter-Symbol Interference，ISI）信道下的LDPC码译码算法设计。

首先，本文介绍了LDPC码的基本原理和经典的BP译码技术，讲述了ISI信道下

的Turbo均衡译码方案的基本原理，对PDD算法框架进行了描述，以及对深度学习技术进

行了归纳整理，并且对深度学习中基于模型驱动的深度展开技术进行了描述。

其次，本文基于LDPC码的LP译码问题提出了一种双层迭代的PDD译码算法。具体地，

本文首先给出了ML译码问题的级联整数规划问题的描述，并采用LP松弛技术处理离散约

束，引入罚函数加大对伪码字的惩罚。然后提出了基于级联整数规划问题的PDD译码算

法，同时采用超松弛技术来加快算法的收敛速度。进一步地，本文通过深度展开技术将

所提的PDD译码算法展开为一个模型驱动的神经网络，即可学习PDD译码网络（Learnable

PDD Decoding Network，LPDN），将所提PDD译码算法中可调整的参数转换成层间独立的

可训练参数，在网络训练阶段通过梯度下降的方法进行网络优化，避免了手动调节译码参

数并且进一步提升了译码性能。仿真结果表明所提的LPDN译码器相比PDD译码器可以提

供更优的纠错性能和更低的计算复杂度。

最后，将LP译码方法的思想推广到ISI信道，本文进一步提出了ISI信道下的LDPC码

的PDD译码算法。具体地，本文首先给出了ISI信道下的LDPC码ML译码问题的二次规划

（Quadratic Programming，QP）描述，同样采用LP松弛技术和罚函数来简化约束条件。然

后基于PDD算法框架提出了一种基于校验多面体约束的ISI-PDD译码算法。针对译码算法

中的校验多面体投影步骤，本文提出了一种基于迭代思想的快速校验多面体投影（Fast

Check Polytope Projection，FCPP）算法，其中引入了可动态调节的缩放因子来加快算法的

收敛速度。仿真结果表明，FCPP在不损失译码性能的前提下可以大幅减少投影算法所需
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的迭代次数，并且ISI信道下的PDD译码算法相比经典的Turbo均衡译码方案拥有更佳的纠

错性能，并且其计算复杂度随着ISI信道记忆长度的增加呈线性增长。

关键词：低密度奇偶校验码，惩罚对偶分解，深度展开，码间干扰信道，校验多面体投影
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Abstract

Low density parity check (LDPC) codes have been widely used in various communication

tasks due to their excellent performance approaching to Shannon capacity limits. Besides the

classical belief propagation (BP) algorithm, the linear programming (LP) decoding algorithm based

on maximum likelihood (ML) has drawn significant attention from worldwide researchers due to

its strong theoretical guarantee and excellent performance. How to reduce the high complexity

of LP decoding and further improve the decoding performance has become a research hotspot in

recent years. The penalty dual decomposition (PDD) algorithm is suitable for solving large-scale

distributed optimization problems. In this thesis, we solve the LP decoding problem of LDPC

codes based on the PDD framework, and employ the deep unfolding technology to improve the

performance of the decoder. Besides, the idea of LP decoding is extended to the LDPC decoding

problem under the inter-symbol interference (ISI) channel.

Firstly, we introduce the theoretical basis of LDPC codes and classical BP decoding algo-

rithms, and then describe the basic principles of Turbo equalization based on the ISI channel.

Besides, we introduce the PDD framework, and summarize the existing deep learning technologis.

In particular, we introduce the deep unfolding technique based on model-driven deep learning.

Secondly, we develop a double-loop iterative PDD decoding algorithm based on LP decod-

ing of LDPC codes. Specifically, we first introduce the cascaded integer programming problem of

the ML decoding, and utlize the LP relaxation to handle the discrete constraints and the penalty

method to avoid pseudocodewords. Then, We propose the PDD decoding algorithm based on the

cascaded integer programming problem and employ the over-relaxation method to improve con-

vergence. Besides, to avoid manually finetuning the decoding parameters and to further improve

the decoding performance, we unfold the proposed PDD decoding algorithm into a model-driven

neural network, namely the learnable PDD decoding network (LPDN). We turn the tunable coef-

ficients and parameters in the proposed PDD decoder into layer-dependent trainable parameters

which can be optimized by gradient descent-based methods during network training. Simulation

results demonstrate that the proposed LPDN with well-trained parameters is able to provide supe-

rior error-correction performance with much lower computational complexity as compared to the

PDD decoder.
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Finally, we extend the idea of LP decoding to ISI channel, and propose a PDD decoding algo-

rithm for LDPC codes over ISI channel. Specifically, we first formulate the ML decoding for the

LDPC codes over ISI channel as a Quadratic Programming (QP) problem, and utilize the LP relax-

ation and the penalty method to simplify the constraints. Then, we propose the ISI-PDD decoding

algorithm based on check polytope constraints. Besides, to reduce the projection step of check

polytope in the decoding algorithm, we propose an iterative fast check polytope projection (FCPP)

algorithm, in which an adjustable scaling factor is introduced to improve convergence. Simula-

tion results demonstrate that FCPP can reduce the iteration number of the projection algorithm

without degrading the decoding performance. Besides, we show that the proposed PDD decoding

algorithm based on ISI channel has better error-correction performance than the classical Turbo e-

qualization decoding, and its computational complexity increases linearly with the memory length

of ISI channel.

Keywords: Low density parity check codes, penalty dual decomposition, deep unfolding, inter-

symbol interference channel, check polytope projection
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第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

1.1 研研研究究究背背背景景景与与与意意意义义义

从古代的飞鸽传书和烽火台到当代的互联网和无线通信技术，如何将信息高速可靠地

从发送方传递给接收方一直是一个值得探索和研究的问题。现如今，得益于诸多通信研究

者对于通信技术的深入研究和工程创新，无线通信技术实现了高速发展和广泛应用，并

潜移默化地改变了人们的生活方式，成为人们日常生活工作中不可或缺的重要部分。经

过几代通信系统的更迭，第五代移动通信技术（5G）已经在全球范围内进行部署。相比

前几代通信系统，5G要实现高数据速率，高可靠，低延迟的数据传输和大规模设备连接，

并且定义了三大应用场景：面向个人终端海量数据传输的增强移动宽带业务（Enhanced

Mobile Broadband，eMBB），面向工业控制的高可靠低延迟通信业务（Ultra Reliable and

Low Latency Communication，uRLLC）以及面向智能家居和智慧城市的大规模物联网业务

（Massive Machine Type Communication，mMTC）。

信道编码也称做纠错码，是通信系统中至关重要的一环，通过规则地增加冗余信息来

确保信息的可靠性传输。与第四代移动通信技术（4G）相比，5G采用了新的信道编码方

案并分别应用于数据信道和控制信道，以此来应对更高要求的通信场景。所以，在今后的

通信系统中，如何进一步降低译码时延并提升纠错码的纠错性能来增强系统的可靠性是一

个值得探索的问题。

1948年，Shannon发表了影响深远的开创性著作《通信的数学理论》 [1],首次提出了著

名的信道编码定理，象征着信息论的问世。Shannon的信道编码定理指出，只要信息传输

速率小于信道容量，则信息传输可以以任意小的错误概率进行，从而实现信息在有噪信

道中的可靠性传输。而在之后的1950年，Hamming发表的著作《纠错和检测编码》标志着

信道编码理论的创立 [2]，提出了第一个实用的信道编码方案，即汉明码（Hamming Code），

该码是一类重要的线性分组码，可以纠正全部一位错误。虽然汉明码的编码和译码都很简

单，但是纠错性能距离香农限还有较大差距，所以在之后的若干年里涌现出许多更加先进

的信道编码技术。

• 循环码：循环码的码字具有循环特性，其结构对称性使得编码和译码的复杂度低于

其他线性码，其中最重要的两类循环码是BCH（Bose-Chuadhuri-Hocquen）码 [3]和RS

（Reed-Solomon）码 [4]。BCH码可以纠正多个随机错误，编译码器结构简单，但是在
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中长码情况下性能较差，吞吐率也不够理想。RS码是一类纠错性能较强的非二进

制BCH码，在各类通信系统中获得了广泛的应用。

• 卷积码：卷积码是不同于分组码的另一类编码 [5]，其不同之处在于卷积码的编码器

是有记忆的。由于卷积码的码元之间具有相关性，冗余也更高，所以纠错性能也更

强。1967年，Viterbi提出了Viterbi算法 [6]用于卷积码的译码，该算法被证明为卷积码

的最大似然译码算法，使得卷积码广泛应用于各类通信场景中，比如第三代移动通

信技术（3G）。

• Turbo码：Turbo码由若干个子码并行级联，并在子码间插入伪随机交织器得到，一般

用卷积码作为子码 [7]。Turbo码凭借其接近于香农极限的优良性能成为了一大研究热

点，并被采纳为3G和4G中的信道编码方案。

• 极化码（Polar Code）：2008年，Arikan教授基于信道极化的思想提出了Polar码 [8]，该

码是首个被证明可以达到香农极限的信道编码方案。近年来，人们对Polar码开展了

大量的理论研究和工程实践工作，使得其最终被采纳为5G的eMBB场景中控制信道

编码方案。

• 低密度奇偶校验（Low Density Parity Check，LDPC）码：LDPC码最早在1962年

由Gallager提出 [9]，但在当时由于实现复杂度太高并未受到重视。直到20世纪90年

代中期，受到Turbo码的迭代译码算法的启发，LDPC码被Mackay等人重新发现 [10]。

LDPC码凭借其线性复杂度的编译码算法和非常逼近香农极限的优良性质，被广泛应

用于磁记录系统，深空通信等领域中，并被采纳为5G的eMBB场景中数据信道编码

方案。

LDPC码的译码算法主要可以分成硬判决译码和软判决译码两大类。硬判决译码算法

具有较低的实现复杂度，但由于没有充分考虑软信息，致使纠错性能不够理想，所以工

程上应用更加广泛的还是软判决译码算法。经典的软判决译码算法是基于Tanner图信息

传递的置信传播（Belief Propagation，BP）算法 [11;12]，该算法充分利用了信道的软信息，

将其用于迭代更新，译码性能可以逼近最大似然译码。然而由于短环和陷阱集（Trapping

Sets）的存在，BP译码并不能确保收敛，并且在信噪比较高时可能会出现错误平层（Error

Floor），不利于一些对可靠性要求极高的应用场景。

近年来，基于最大似然（Maximum Likelihood，ML）问题的线性规划（Linear Pro-

gramming，LP）译码算法受到了研究者的广泛关注 [13]。相比经典的BP译码算法，LP译码

算法具有最大似然特性（ML Certificate），即译码器输出的整数解一定是最大似然解。此
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外LP译码算法还提供了很强的理论保证，在高信噪比区域有更优的译码性能。但是LP译

码算法在低信噪比区域的性能不佳，并且相比BP译码算法具有更高的译码复杂度。因

此，如何进一步提升LP译码算法的译码性能，并且降低其译码复杂度成为了近年的研

究热点。同时，一些研究将这类用优化方法来译码的思想推广到码间干扰（Inter-Symbol

Interference，ISI）信道下的LDPC译码算法设计中，这些基于优化方法设计的算法相比经

典的Turbo均衡技术有更低的计算复杂度和更优的纠错性能，为ISI信道下的LDPC码译码算

法设计提供了新的思路。

目前，深度学习（Deep Learning）技术在计算机视觉和自然语言处理等领域大放异

彩，同时在通信领域也受到了广泛关注。深度学习凭借其强大的特征提取能力、灵活的模

块结构和数据处理等优势，通常被用于通信物理层中处理一些复杂的信号处理任务，比如

信道估计和信道编码等 [14;15]。应用于信道编码领域的神经网络结构主要可以分为两类：数

据驱动（Data-Driven）和模型驱动（Model-Driven）。数据驱动的神经网络通常可以看作一

个黑盒，训练过程中需要消耗大量的计算资源和时间，而且结构缺乏可解释性。模型驱动

的深度学习方法将通信中的领域知识（Domain Knowledge）和深度学习相结合，代表性的

有深度展开（Deep Unfolding）技术，这类方法不需要依赖大量标记数据来选择合适的标

准神经网络，从而可以大大减少对计算资源和训练时间的需求，并且其可以基于原算法寻

找最优的参数分布来减少算法的迭代次数，有利于实现高吞吐率低延迟的设计目标，在纠

错码的译码器设计中有着广阔的应用前景。

1.2 研研研究究究现现现状状状

LDPC码的译码算法主要可以分成硬判决译码和软判决译码两大类，而对于ISI信道下

的LDPC码译码，除了经典的Turbo均衡方案外，近年来也有许多研究者提出基于优化理论

来进行译码的方案。同时，近年来热门的深度学习技术也给通信物理层中的算法设计提供

了新的思路，涌现出许多基于深度学习的译码技术相关研究。

1.2.1 基基基于于于硬硬硬判判判决决决的的的LDPC码码码译译译码码码技技技术术术相相相关关关研研研究究究

Gallager提出LDPC码的同时给出了一种基于硬判决的比特翻转（Bit Flipping，BF）译

码算法，该算法的核心思想是通过特征校验（Syndrome Check）的结果来判断需要翻转的

比特，实现比较简单，涉及的计算量也很小，但是译码性能并不理想。文献[16]提出了加

权比特翻转（Weighted Bit Flipping，WBF）译码算法，当一个比特的不满足特征校验式

的个数超过一个设定的阈值时，按照适当的概率对其进行翻转，该算法改善了译码性能
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并减少了所需的迭代次数。文献[17]设计了基于多比特翻转的并行加权比特翻转（Parallel

Weighted Bit Flipping，PWBF）译码算法，相比串行的比特翻转算法具有更高的收敛速度，

并且几乎没有性能损失。

1.2.2 基基基于于于软软软判判判决决决的的的LDPC码码码译译译码码码技技技术术术相相相关关关研研研究究究

不同于硬判决译码算法，软判决译码算法在迭代过程中充分运用了信道的软信息，所

以可以收获更多的性能增益。Mackay等人在重新发现LDPC码的时候提出了基于概率域

的BP译码算法 [10]，该算法的核心思想是译码节点结合自身信息和相关联节点的信息来完

成信息更新，并利用Tanner图的边来完成信息传递，当满足终止条件时停止迭代。由于概

率域上BP算法表述不够直观，且乘法操作较为频繁，文献[18]将BP译码算法推广到对数

域，提出了更为通用的和积译码算法（Sum-Product Algorithm，SPA），该算法将概率域上

的乘法运算转换为对数域上的加法运算，进而降低了计算复杂度，今后的软判决译码算法

研究大多也是基于对数域的表达方式。文献[19]用简单的比较和加法操作取代了BP译码算

法中的双曲正切操作，提出了最小和算法（Min-Sum Algorithm，MSA），该算法大大降低

了BP算法的复杂度，很好地做到了计算复杂度和译码性能的折中，有利于译码算法在硬件

上的高效实现，为LDPC码的大规模工程部署奠定了基础。考虑到MSA中对双曲正切运算

的近似操作引入的性能损失，文献[20]提出了归一化MSA和基于偏移项的MSA，两种算法

分别通过引入归一化因子和偏移项来弥补近似操作带来的性能损失，相比普通的MSA均能

获得更优的译码性能。

不同于传统的BP算法，Feldman提出的LP译码算法的核心思想是对ML译码问题进

行LP松弛，然后引入优化理论的方法对松弛后的优化问题进行求解，为LDPC码的软判决

译码算法提供了新的方向。虽然LP算法相比BP算法具有理论保证性更强，高信噪比区域

误码率更低等优势，但是其较高的计算复杂度还是成为了工程应用上的一道阻碍。为了弥

补LP算法存在的缺陷，众多研究人员对LP算法开展了深入研究。文献[21]提出了一种基于

级联分解整数规划的LP译码算法，其通过引入辅助变量的方式将高度数的校验节点分解为

若干低度数的校验节点，以此来简化原问题的校验约束。该算法的复杂度与校验约束呈线

性关系，降低了原始LP算法的计算复杂度。

为了进一步降低LP译码算法的复杂度，文献[22]将交替方向乘子法（Alternating Direc-

tion Method of Multipliers，ADMM）应用于LP译码问题的求解，提出了一种基于ADMM的

分布式LP译码算法，该算法充分利用了LP问题约束条件的几何结构，可以基于节点间

信息传递进行迭代求解，有效提升了LP算法的译码性能并降低了计算复杂度。考虑
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到ADMM译码算法中的校验多面体投影（Check Polytope Projection，CPP）操作复杂度较

高，文献[23]提出了一种基于“割”搜索（Cut Search）的CPP算法，该算法只需要进行一

次排序操作，有效地降低了CPP算法的复杂度。文献[24]进一步设计了无需排序操作的迭

代校验多面体投影（Iterative Check Polytope Projection，ICPP）算法，该算法具有线性复杂

度，显著地提高了译码效率。考虑到LP译码算法在低信噪比区域的性能不如BP译码算法，

文献[25]通过在LP译码问题的目标函数中引入惩罚项的方式提出了ADMM罚函数算法，该

算法中引入的罚函数使伪码字（Pseudocodewords）的代价更高，使译码结果更倾向于整数

解，从而使LP译码算法的译码性能在不同信噪比下均优于BP译码算法。文献[26]将LP问

题中的离散约束条件转换成一个有界约束和lp球面的交集，提出了无需罚函数的lp-box

ADMM译码算法，虽然相比罚函数的译码算法有更优的译码性能，但是lp球面的投影操

作会引入额外的计算复杂度。文献[27]提出了一种基于级联分解整数规划的ADMM罚函

数算法，避免了复杂的CPP操作，提高了译码效率。文献[28]提出了一种基于级联分解整

数规划的双层循环迭代译码算法，该算法采用惩罚对偶分解（Penalty Dual Decomposition，

PDD）框架对LP问题进行求解，可以确保生成的每个极限点都是ML问题的驻点，仿真结

果显示该PDD译码算法在高信噪比和低信噪比下都有很好的译码性能。

1.2.3 ISI信信信道道道下下下的的的LDPC码码码译译译码码码技技技术术术相相相关关关研研研究究究

码间干扰（Inter-Symbol Interference，ISI）信道是通信系统和磁记录系统中的一种实

用信道模型。在高数据速率的通信系统和高密度数据的存储系统中通常会存在码间干扰，

一般采用均衡器和纠错码来联合抑制码间干扰。Turbo均衡是一种可以有效抑制ISI信道中

码间干扰的技术 [29]，其中信道均衡器和译码器像涡轮一样互相交换软信息进行迭代更新，

其中均衡算法通常会采用软输出的BCJR算法 [30]或者软输出的维特比（Soft-Output Viterbi

Algorithm，SOVA）算法 [31]，然而这两种均衡方法的计算复杂度均与信道记忆长度呈指数

关系，当信道记忆长度较长时会引入较高的延迟。文献[32]将LP译码的思想推广到ISI信道

中，将ISI信道中LDPC码的ML问题松弛为一个二次规划（Quadratic Programming，QP）问

题，然后用内点法进行求解，相比传统的联合消息传递译码器具有更好的译码性能和更

低的复杂度。文献[33]提出了ISI信道下联合信道检测问题的图形式，将QP问题线性化为

等效的LP问题。文献[34]用基于LP的通信接收机统一框架来求解ISI信道中的LDPC码译码

问题，并举例说明了在ISI信道下如何用LP接收机实现联合均衡和译码，证明了LP接收机

的最大似然特性，同时解释了伪码字和伪距离（Pseudodistance）的通用概念。文献[35]提

出了一种基于对偶理论的联合迭代LP译码算法，结构类似于Turbo均衡，复杂度较高。文

献[36]将ADMM算法推广到ISI信道中实现了基于LDPC码的联合均衡和译码，提出了ISI信
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道下的ADMM罚函数译码算法，该算法的计算复杂度与信道记忆长度呈线性关系，整体性

能优于Turbo均衡的方案。文献[37]用l2-box模型将QP问题的离散约束条件转换成一个有界

连续的约束和一个l2球面的交集，提出了l2-box ADMM译码算法，进一步提升了ISI信道下

的ADMM译码算法的性能。

1.2.4 基基基于于于深深深度度度学学学习习习的的的译译译码码码技技技术术术相相相关关关研研研究究究

数据驱动神经网络和模型驱动神经网络是两种适用于信道编码领域的最具代表性

的神经网络结构。数据驱动神经网络的核心思想是把要学习的系统看作一个黑盒，通

过深度神经网络（Deep Neural Network，DNN）和卷积神经网络（Convolutional Neural

Network，CNN）等常用的神经网络结构来学习输入和输出之间的非线性映射关系。文

献[38]将DNN应用于线性码的译码，训练得到的译码器可以接近ML性能，但是仅限于非

常短的码长，同时他们发现结构化的码字相比随机码更容易学习。基于数据驱动的神经

网络在训练时需要大量的训练样本，这会消耗大量的计算资源和时间，同时数据驱动神

经网络的泛化性能并不理想，而且缺乏可解释性，所以其性能存在一定随机性。为了克服

这些缺陷，更多关于信道编码的工作是基于模型驱动的神经网络。深度展开是一种非常

重要的模型驱动技术 [39–41]，其核心思想是利用现有的领域知识，将现有迭代算法展开成

一个具有固定层数的类神经网络。基于深度展开的思想，文献[42]提出了一种BP-RNN译

码器，他们给Tanner图的边赋上权重，并将权重视为可训练的参数，然后将BP算法展开

为一个类似RNN的神经网络，训练后得到的BP-RNN译码器对于码长较短的BCH码可以获

得接近最佳译码器的性能，同时降低了译码复杂度。文献[43]将Polar码的BP译码因子图

转换成类似LDPC码的Tanner图，然后将Tanner图展开成为DNN的图形表示，得到了一种用

于Polar码的稀疏神经网络译码器（Sparse Neural Network Decoder，SNND），在Polar码的

短码下相比BP译码器获得了约0.5dB的增益，并且降低了60%的复杂度。文献[44]提出了一

种基于ADMM的神经网络译码器，相比传统的ADMM译码器拥有更优的纠错性能和更低

的计算复杂度。

1.3 论论论文文文的的的主主主要要要内内内容容容与与与结结结构构构安安安排排排

1.3.1 研研研究究究内内内容容容与与与贡贡贡献献献

自从LDPC码被重新发现以来，经典的BP译码算法及其近似简化算法已经得到了充

分的研究和工程实践，但是对于LP译码算法的研究还是相对匮乏。由于LP译码算法相
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比BP算法存在一定的理论和性能优势，并且在译码性能和计算复杂度上都还有一定的

提升空间，所以研究LDPC码的LP译码算法具有一定的实际价值。本文研究内容主要基

于PDD算法框架，围绕LDPC码的LP译码算法设计，以及ISI信道下LDPC码的译码算法设

计展开。

首先，针对LDPC码的译码，我们提出了一种基于级联分解整数规划问题和PDD算法

框架的双层循环的译码算法，采用了LP松弛和引入惩罚项的方法来处理离散校验约束，同

时使用超松弛（Over-relaxation）的方法来提升收敛速度。为了进一步提升译码性能，我们

将所提的PDD译码算法展开成为一个模型驱动的神经网络，将原算法中可调整的系数和参

数转换成逐层独立的训练参数，然后采用基于梯度下降的方法对网络进行训练，得到优化

的神经网络译码器。

其次，我们将LP译码的思想推广到ISI信道下的LDPC码译码问题的求解，将ISI信道

下LDPC码译码问题表示成一个QP问题，同样通过LP松弛和罚函数的方法处理校验约束，

得到了ISI信道下基于校验多面体约束的PDD译码算法。针对其中基于校验多面体的校验约

束条件，本文提出了一种基于迭代思想的快速校验多面体投影算法，引入可动态调节的缩

放因子来加快算法收敛速度。

1.3.2 论论论文文文结结结构构构安安安排排排

本论文总共分为五章，每个章节的具体内容如下：

第一章为绪论，首先阐述了通信系统中信道编码的研究背景和意义，介绍了信道编

码的起源和各类代表性纠错码的发展历程。然后分别介绍了基于硬判决和软判决的两大

类LDPC码译码算法，以及ISI信道下的LDPC码译码技术的研究现状，并且对基于深度学

习的译码技术相关的研究进行了阐述。最后对本文的主要研究内容和结构安排进行了说

明。

第二章主要介绍了LDPC码的基本概念，Tanner图表示，常用的构造编码方式以及经典

的BP译码算法原理。其次介绍了针对ISI信道的Turbo均衡技术的基本原理。然后对PDD算

法的基本原理和框架构成，以及相比ADMM框架的一些优势进行了阐述。最后介绍了深度

学习的基本原理，并着重阐述了基于模型驱动的深度展开技术的框架和应用方法。

第三章主要介绍了基于深度学习的PDD译码算法。首先给出了基于级联分解整数规划

的LP问题描述，并介绍了LP松弛技术和罚函数法来处理离散校验约束，然后引入PDD框

架进行求解得到了LDPC码的PDD译码算法，并对所提的PDD译码算法和其他译码算法进

行了复杂度的分析和比较。接着基于深度展开的思想，将所提的PDD算法展开为一个模型
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驱动的神经网络，将可调参数都转化成一系列层间独立的可训练参数，得到了一个可学习

的PDD神经网络译码器。最后我们软件仿真分析和比较了所提的PDD译码器和其他对比译

码器的译码性能。

第四章主要研究了ISI信道下的PDD译码算法设计。首先给出了ISI信道下LDPC码ML译

码问题的描述，将其表述为一个QP问题，然后基于PDD算法框架提出了基于校验多面体

约束的ISI-PDD译码算法。接着针对译码算法中的校验多面体投影步骤，分析了校验多面

体的几何结构，然后提出了一种快速校验多面体投影算法来提升校验多面体投影的效率。

最终对所提的算法进行复杂度分析和数值仿真，并和其他ISI信道下的LDPC码译码方案进

行比较。

第五章对论文的主要研究内容进行总结概括，同时展望了该领域未来可行的研究方

向。
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第第第二二二章章章 相相相关关关理理理论论论基基基础础础

2.1 引引引言言言

本章主要对LDPC码，Turbo均衡，PDD算法以及深度学习的基本原理进行叙述。首

先介绍了LDPC码的基本概念，图表示方法，常用的构造编码方式，以及经典的BP译码

方法，包括最小和近似的算法。然后介绍了ISI信道下基于Turbo均衡技术的传输模型，以

及Turbo均衡的算法框架。接着介绍了PDD算法的原理和基本框架。最后介绍了深度学习

的基本原理，并对其中基于模型驱动的深度展开方法进行了具体阐述。

2.2 LDPC码码码的的的预预预备备备知知知识识识

LDPC码作为一种非常逼近香农极限的纠错码，自从20世纪90年代被重新发现以来得

到了通信工作者们的广泛研究。优越的译码性能以及高效的编译码算法使得LDPC码在工

程上获得了广泛的应用，并且成为了5G的核心技术之一。如何进一步提升LDPC码的译码

性能，充分发挥LDPC码的优势，是当前LDPC码的研究重点。

2.2.1 LDPC码码码的的的基基基本本本概概概念念念

LDPC码是一类非常重要的线性分组码，线性分组码的概念就是将发送的信息分成若

干个码块进行编码，并且码字具有线性特征，可以由其校验矩阵或生成矩阵唯一确定。

LDPC码一般由其校验矩阵来确定，顾名思义，LDPC码的校验矩阵需要满足稀疏矩阵的特

性，即矩阵中大部分的元素都是“0”，只有少部分是“1”。按照校验矩阵的行和列中“1”

的分布可以将LDPC码分为规则LDPC码和非规则LDPC码，以下给出了规则LDPC码的校验

矩阵结构特性：

(1) 每一行和每一列中分别有ρ和γ个“1”；

(2) ρ和γ均远小于校验矩阵的列数和行数；

(3) 任意两列或者两行具有共同“1”的个数不大于1。

特性(1)表示规则LDPC码的每行（列）包含“1”的个数是一样的，而非规则的LDPC码

则是不同的，设计得当的非规则LDPC码的性能可以优于规则LDPC码；特性(2)遵循
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了LDPC码的稀疏特性，一般密度只需要足够小以至可以有效地译码即可，并没有一个精

确的界限；特性(3)是为了尽量避免短环的存在而影响译码性能 [45;46]。

在LDPC码的实际应用中，一般都采用系统码字，如图2.1所示。一个由维度为M ×

N的校验矩阵H定义的LDPC码可以表示为(N,K) LDPC码的形式，其中K = N −M，K个

低位比特为系统位，对应的是消息序列，剩余M个比特为编码后得到的校验位，该系统码

的码率为R = K/N。系统码在译码后可以直接得到系统位，而且误比特率性能更优。

K M

图 2.1 系统码示意图

2.2.2 LDPC码码码的的的Tanner图图图表表表示示示

为了更直观地表示LDPC码，Tanner首次给出了LDPC码的图形结构，使用二分图来表

示LDPC码，这种图也被称作Tanner图 [47]。Tanner图是一个由顶点和连接顶点的边组成的

二分图，其顶点可以被分为变量节点和校验节点两部分。这里以一个(7, 4)的线性分组码作

为例子说明，以下是其维度为3× 7的校验矩阵H：

H =


1 0 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 0 1

 . (2.1)

令集合V = {v1, v2, · · · , vN}和C = {c1, c2, · · · , cM}分别表示变量节点和校验节点的集合，

则该校验矩阵H可以用图2.2所示的Tanner图表示。

1
v

2
v

3
v

4
v

5
v

6
v

7
v

1
c

3
c

2
c

V

C

图 2.2 (7,4)线性分组码的Tanner图表示

在Tanner图中，连接变量节点和校验节点的边与校验矩阵中“1”的位置相对应，与

节点相连的边数称为该节点的度（Degree）。校验节点的度表示该校验节点所对应的校验

方程中所包含比特的个数，变量节点的度表示包含该变量节点的校验方程个数。如果将
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图2.2中的节点v3和c1也连上，则节点c1、v3、c3和v5之间形成了周期为4的短环，短环的存

在会影响LDPC码的收敛速度，降低译码性能，所以在进行LDPC码的构造时要尽量避免出

现短环。

2.2.3 LDPC码码码的的的构构构造造造

LDPC码的构造方式可以分为随机化构造和结构化构造两大类。随机化构造主要是

指基于一定的设计准则，通过程序随机搜索的方式来得到符合约束规范的校验矩阵。

典型的有基于最小环长设计和外部信息度（Extrinsic Message Degree，EMD）的渐进边

增长（Progressive Edge Growth，PEG）算法 [48;49]，可以提高环连通度的近似环外信息度

（Approximate Cycle Extrinsic message degree，ACE）算法 [50]，以及消除陷阱集的循环提升

方法 [51]。随机化构造的方法操作灵活，构造的LDPC码平均误码率低，但是其校验矩阵没

有特定的结构，难以设计通用高效的编译码算法。

结构化构造可以根据有限域，有限几何等数学工具构造出一类非常重要的LDPC码型，

即准循环（Quasi-Cyclic，QC）LDPC码 [52]。QC-LDPC码是目前工程应用中最受欢迎的一

类LDPC码，其被广泛应用于IEEE 802.11，DVB-S2等标准中，5G的标准协议中规定的两

个基本图（Base Graph，BG）也是基于准循环的思想设计的 [53]。虽然QC-LDPC码的平均

误码率稍差于随机化构造的码型，但是其编码实现复杂度低，同时也有利于在硬件上实现

高吞吐率的译码算法。下面通过举例来简单说明QC-LDPC码的构造：

H =



A0,0 A0,1 ... A0,k 0 ... −1 −1

A1,0 A1,1 ... ... 0 0 ... −1

... ... ... Ai,k ... ... ... ...

Am−2,0 Am−2,1 ... ... −1 ... 0 0

Am−1,0 Am−1,1 ... Am−1,k −1 −1 ... 0


, (2.2)

H是一个具有双对角线结构的QC-LDPC码的母矩阵，维度为m× n，其中k = n−m。母矩

阵中的每个元素表示一个维度为z × z的子矩阵，z也被称为QC-LDPC码的提升因子，其中

“-1”表示零矩阵，“0”表示单位矩阵，“A”表示由单位矩阵循环右移A位后得到的置换

矩阵。

2.2.4 LDPC码码码的的的编编编码码码

LDPC码最直接的编码方式就是将信息序列和生成矩阵相乘来得到编码后的码字序列，

然而由于LDPC码的生成矩阵并不是一个稀疏矩阵，这会导致编码的复杂度随着码长的增
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加呈平方增长。本小节主要介绍基于QC-LDPC设计的递归编码算法，可以实现线性复杂

度的编码。

基于(2.2)中的QC-LDPC码校验矩阵，为了方便编码过程，可以将H分成维度分别

为m× k和m×m的信息块Hs和校验块Hp两部分，即H = [Hs | Hp]。接着，进一步对Hp的

第一列向量设置以下约束条件：第一行的元素A0,k与最后一行元素Am−1,k均取“1”；这

两个元素外的第三个元素Ai,k为“0”，可以在中间任意位置；其余所有元素均为“-1”。

将编码输出码字c分成系统位s和校验位p，即c = [s | p]。根据LDPC码的校验约束条

件H · cT = 0，可以得到

Hs · s = Hp · p = v, (2.3)

由于其中v是可以通过已知的Hs和s计算得到的，所以将Hp · p = v展开后可以得到（以下

均为模2运算）

p0 =
M−1∑
i=0

vi,

p1 = v0 + p0,

...

pi+1 = (vi + p0) + pi,

...

pM−1 = pM−2 + pM−3.

(2.4)

首先通过对v进行求和可以得到p0，剩下的所有校验位pj（j = i+ 1除外）均可以通过前一

次计算的pj−1和vj−1相加得到，而对于pi+1还需要加上p0，进而根据式(2.4)进行前向递归就

可以得到所有的校验比特，从而完成QC-LDPC码的编码过程。

2.2.5 LDPC码码码的的的BP译译译码码码技技技术术术

LDPC码具有诸多高效的译码算法，可以适用于不同的应用场景，目前使用最为广泛

的还是基于软判决的BP译码算法。BP译码算法可以分成基于概率域的BP算法和基于对数

域的BP算法，考虑到概率域上的BP算法表述不够直观且乘法操作过于频繁，所以更常用

的还是基于对数域的BP算法，也就是和积译码算法。和积译码算法通过对数似然比的操作

将乘法运算转换成加法运算，从而降低了BP译码算法的复杂度。本小节将重点介绍更为常

用的和积译码算法和近似简化的最小和算法。
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(1) LDPC码的和积译码算法

本节考虑一个如图2.3所示的信道传输模型，采用(N,K) LDPC码，校验矩阵为H。将

消息序列表示为m ∈ {0, 1}K，编码后的发送序列为c ∈ {0, 1}N；这里采用二进制相移键

控（Binary Phase Shift Keying，BPSK）的调制方式，得到调制后的序列d ∈ {+1,−1}N，

其中di = 1− 2ci；调制后的序列通过加性高斯白噪声信道（Additive White Gaussian Noise，

AWGN）进行传输，在接收侧得到被噪声污染的接收序列y = d + e，其中e为噪声序

列，ei服从均值为0，方差为σ2的高斯分布。接收到的序列通过LDPC译码器恢复出消息序

列m̂ ∈ {0, 1}K。

LDPC BPSK LDPC
m c d

e

y m̂

图 2.3 AWGN信道传输模型

首先根据AWGN信道的特性，可以得到信道转移概率

Pr(yi | di = +1) =
1√
2πσ

exp

(
−(yi − 1)2

2σ2

)
, (2.5a)

Pr(yi | di = −1) =
1√
2πσ

exp

(
−(yi + 1)2

2σ2

)
. (2.5b)

假设发送码字的每个码元ci都是等概率发送的，则di取+1和-1的概率也是相等的，所以根

据贝叶斯（Bayes）公式对上式展开后可以得到

Pr(di = +1 | yi)
Pr(di = −1 | yi)

=
Pr(yi | di = +1)

Pr(yi | di = −1)
. (2.6)

基于式(2.5)和式(2.6)，可以知道发送信息等概分布时，对数后验概率比等于对数似然比，

其中对数似然比（Log-Likelihood Ratio，LLR）可以定义为

L(vi) , log

(
Pr(yi | di = +1)

Pr(yi | di = −1)

)
=

2yi
σ2

, (2.7)

当L(vi) < 0时，表示发送比特为1的概率更大，反之则表示发送比特为0的概率更大。

LLR的绝对值大小表示该发送比特为0或是1的置信度，绝对值越大，则表明该发送比特

为0或是1的概率更大。

在迭代译码过程中，对于发送信息估计的对数似然比L(d̂)可以由基于信道的对数似然

比L(v)和由译码校验关系提供的外部似然比Le(d̂)组成：

L(d̂) = L(v) + Le(d̂), (2.8)
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其中Le(d̂)由节点间信息传递更新得到，L(d̂)在迭代期间用于硬判决来判断译码是否结束，

所以也被称做伪后验概率信息。

在描述SPA的具体流程前，先给出以下定义：校验节点的索引集合表示为J ,
{1, 2, ...,M}，变量节点的索引集合表示为I , {1, 2, ..., N}；在Tanner图中与校验节

点j相连的邻居节点集合表示为Nc(j)，与变量节点i相连的邻居节点集合表示为Nv(i)；

L(rji)
k表示在第k次迭代中，由校验节点j传递给变量节点i的CTV（Check-To-Variable）消

息，L(qij)
k表示在第k次迭代中，由变量节点i传递给校验节点j的VTC（Variable-To-Check）

消息；L(vi)表示变量节点i对应的初始信道LLR，L(Qi)
k表示第k次迭代时的伪后验概率信

息。下面给出SPA的具体步骤：

• 步骤一（初始化）：

设置迭代次数k = 0，初始信道LLR为L(vi) = 2yi/σ
2，将校验矩阵H中hji = 1的L(qij)

0初

始化为L(vi)，L(rji)
0均取0。

• 步骤二（校验节点更新）：

L(rji)
k+1 = 2tanh−1

 ∏
i′∈Nc(j)\i

tanh
(
L(qi′j)

k/2
) , (2.9)

式(2.9)为第k次迭代时，校验节点j传递给变量节点i的CTV消息更新过程，其

中Nc(j)\i表示除了节点i外，所有与校验节点j相邻的变量节点集合，双曲正切

函数和反双曲正切函数定义为

tanh(x/2) =
ex − 1

ex + 1
, tanh−1(x) =

1

2
ln
1 + x

1− x
. (2.10)

• 步骤三（变量节点更新）：

L(Qi)
k+1 = L(vi) +

∑
j∈Nv(i)

L(rji)
k, (2.11a)

L(qij)
k+1 = L(Qi)

k+1 − L(rji)
k, (2.11b)

式(2.11a)表示第k次迭代时变量节点i对应的伪后验概率信息更新过程，式(2.11b)表示

变量节点i传递给校验节点j的VTC消息，其只需要在伪后验概率信息更新的基础上减

去来自校验节点j的CTV消息。

• 步骤四（硬判决）：

v̂i =

0 L(Qi)
k ≥ 0,

1 L(Qi)
k < 0,

(2.12)
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式(2.12)表示在第k次迭代时，根据伪后验概率信息进行硬判决。如果硬判结果v满足

特征校验式，即H · vT = 0，或者达到最大迭代次数kmax，则结束迭代译码过程，将

硬判结果输出得到消息序列m̂，否则跳转至步骤二继续迭代。

(2) LDPC码的归一化最小和译码算法

在SPA的变量节点更新中，只有简单的加法运算，但是在校验节点的更新中存在着复

杂的双曲正切和反双曲正切运算，这类运算在FPGA（Field Programmable Gate Array）或

者专用芯片上做硬件实现的时候需要消耗大量的逻辑存储资源，所以在工程上更常用的是

归一化的MSA。完整的归一化MSA如算法1所示。

算法 1 LDPC码的归一化MSA
输输输入入入: 信道LLR：L(v)

1: 初始化L(qij)为L(vi)，L(rji)为0，设置最大迭代次数kmax

2: repeat

3: for j = 1, 2, ...,M do

4: for i ∈ Nc(j) do

5: 基于式(2.13)更新校验节点信息L(rji)

6: end for

7: end for

8: for i = 1, 2, ..., N do

9: 基于式(2.11a)更新伪后验概率信息L(Qi)，同时基于式(2.12)完

10: 成硬判决

11: for j ∈ Nv(i) do

12: 基于式(2.11b)更新变量节点信息L(qij)

13: end for

14: end for

15: until达到最大迭代次数kmax或者满足特征校验式H · vT = 0

输输输出出出: 消息序列m̂

MSA将SPA中校验节点的更新过程近似成一个取最小和的过程，而归一化MSA则是

在MSA的基础上引入了一个归一化因子。因为MSA的近似结果是偏大的，所以通过引入

一个小于1的归一化因子得到更好的近似结果，从而提升MSA的性能。归一化MSA的校验

15
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节点更新过程可以表示为以下形式：

L(rji)
k+1 = α×

 ∏
i′∈Nc(j)\i

sign(L(qi′j)
k)

× ( min
i′∈Nc(j)\i

(|L(qi′j)k|)
)
, (2.13)

其中α为归一化因子，sign(·)为符号函数。最小和操作是指除了节点i以外，从校验节点j的

所有邻居节点的变量和信息中选取最小值。在硬件实现时，最小和操作可以通过并行排序

算法来实现，只涉及比较运算，而归一化因子一般会取0.75，所以可以通过移位和加法的

操作来实现归一化因子的乘法。

2.3 Turbo均均均衡衡衡基基基本本本原原原理理理

如果将纠错码编码后的码字通过ISI信道传输，ISI信道引入的码间干扰会使接收端的

译码器产生严重的性能衰退，所以通常会引入均衡器或者检测器来减轻码间干扰的影响，

使译码器可以更好地恢复出发送的数据。考虑到复杂度的因素，均衡问题和译码问题通常

单独考虑，两个模块间的交互有限，所以性能并不理想。Turbo均衡则通过联合均衡和译

码问题得到了更多的性能增益，其基本思想是将ISI信道视作串行级联系统中的内码，然后

通过软信息迭代过程来均衡信道和译码。

Turbo码以及LDPC码都凭借迭代译码算法获得了很大的性能增益，这清楚地表明了软

信息并不只能在一个方向上传递。当一个译码算法处理了软信息后，又可以生成自己的软

信息，用于指示每个比特的似然信息。而Turbo均衡正是延续了这一思想，在均衡过程中

通过交织并接收来自译码器的软信息，在均衡器和译码器之间创建一个反馈回路。在这个

回路中，每个组成模块都接收来自对方的软信息，并生成自己对于某个比特的似然信息作

为先验信息传递给对方，这一过程也可以称为置信度传播。需要注意的是，在反馈回路上

需要避免产生直接反馈，所以在传递交互时只传递外部信息。

图2.4所示为基于Turbo均衡的ISI信道传输模型。其中a ∈ {0, 1}K表示长度为K的

消息序列，通过LDPC编码器后得到码长为N的码字序列b ∈ {0, 1}N。交织器用于打

乱数据块内的符号顺序，可以避免突发噪声，同时在Turbo均衡过程中可以有效抑

制相邻符号间的相关性。交织后的序列c ∈ {0, 1}N通过BPSK调制映射后得到发送序

列d ∈ {−1, 1}N，其中di = 1 − 2ci。记忆长度为T的ISI信道可以建模为离散时间的有限脉

冲响应序列(h0, h1, ..., hT ) ∈ RT+1，得到序列y可以表示为yi =
∑T

t=0 ht(1− 2xi−t)，噪声序

列e满足均值为0，方差为σ2的高斯分布，接收到的序列r ∈ RN可以表示为ri = yi + ei。

对于均衡器和译码器相互独立的模型，均衡器没有任何可用的先验信息，只能依靠观

测值。但是对于Turbo均衡而言，均衡器在得到观测值r的同时，可以将来自译码器的后验
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图 2.4 基于Turbo均衡的ISI信道传输模型

信息L′
ext(c)作为自己的先验信息输入，从而获得更多的性能增益。均衡算法通常可以选择

软输出的BCJR算法 [30]或者SOVA算法 [31]，得到的后验似然比信息可以表示为L(c)，其可

以分解为内部信息L′
ext(c)和外部信息Lext(c) = L(c) − L′

ext(c)。传递内部信息会产生直接的

正反馈，从而偏离全局最优解，所以只反馈外部信息Lext(c)。交织器在反馈回路中可以进

一步分散反馈效应，如果译码器基于均衡器提供的关于给定比特的软信息来生成自己关于

该比特的软信息，那么均衡器就不能认为该信息独立于信道观察。引入交织器后，均衡器

可以将接收信号中较远比特处收集的信息传递给译码器，反之译码器也是如此，从而可

以很好地抑制相邻符号之间的相关性。解交织后得到的Lext(b)作为先验信息送入LDPC译

码器中，译码算法可以采用基于软判决的和积译码算法或者归一化最小和算法。输出后

验概率的似然比信息L′(b)，减去内部先验信息后得到外部信息L′
ext(b) = L′(b) − Lext(b)，

L′
ext(b)经过交织后得到的L′

ext(c)作为先验信息输入到均衡器中。

算法2中总结了Turbo均衡方案的具体过程，其中具体的算法过程表示为A = f(B)的形

式，A表示算法的输出，f(·)表示某一算法过程，B表示算法的输入。

2.4 PDD算算算法法法基基基本本本原原原理理理

在通信领域，很多问题都可以表述为一个优化问题，对于凸优化（Convex Optimiza-

tion）问题，可以使用内点法或者其他凸优化的方法进行高效可靠地求解，但对于很多

非凸非光滑（Nonconvex Nonsmooth）的优化问题，通常缺乏有效的算法来求解。在一

些已有的LDPC码LP译码相关的工作中，都采用了ADMM算法对LP译码问题进行求解，

ADMM算法是增广拉格朗日（Augmented Lagrangian，AL）方法的一种重要变体，其调度
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算法 2 Turbo均衡
输输输入入入: 接收序列r

1: 初始化L′
ext(c)为全零向量

2: repeat

3: 执行均衡算法：L(c) = Equalizer (r, L′
ext(c))

4: Lext(c) = L(c)− L′
ext(c)

5: 执行解交织：Lext(b) = Deinterleaver (Lext(c))

6: 执行译码算法：[â, L′(b)] = Decoder (Lext(b))

7: L′
ext(b) = L′(b)− Lext(b)

8: 执行交织：L′
ext(c) = Interleaver(L′

ext(b))

9: until达到最大迭代次数或者译码结果校验正确

输输输出出出: 信息序列估计值â

方式简单，适用于求解大规模的分布式优化（Distributed Optimization）问题，且对于凸问

题的求解具有很强的收敛保证。但是在LP译码问题中引入罚函数后，其会转变为一个非线

性非凸的问题，而ADMM算法在求解非凸的问题时并不一定收敛，无法保证取到全局最优

解 [25]。

PDD算法是一种用于求解非凸非光滑优化问题的双层迭代算法，其内层循环通过块

坐标下降（Block Coordinate Descent，BCD）方法，通过求解由块坐标分解生成的一系列

子问题，对非凸非平滑的AL问题进行近似求解，然后在外层循环中进行对偶变量和惩罚

参数 [54]的更新。文献[54]严格证明了PDD算法基于一定的约束条件下到KKT点的收敛性，

给PDD算法的可行性提供了理论保证。以下给出PDD算法的具体描述，首先考虑包含多个

变量的等式约束优化问题：

min
x,z

f(x) + g(z) (2.14a)

s.t. Ax+Bz = c. (2.14b)

其中x ∈ RN，z ∈ RM，A ∈ RP×N，B ∈ RP×M，c ∈ RP，在PDD算法框架中，函

数f : RN → R ∪ {±∞}和g : RM → R ∪ {±∞}可以是凸函数，也可以是非凸函数。

接着，将问题(2.14)的目标函数和约束条件表述为一个AL函数：

Lµ(x,y) , f(x) + g(z) +
µ

2
∥Ax+Bz− c+

λ

µ
∥2, (2.15)
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其中λ ∈ RP为拉格朗日乘子，也称作对偶变量，µ > 0为惩罚参数。AL方法将一个约束问

题转换成一个无约束问题，相比普通的拉格朗日方法多了一个二次残差项，可以平滑对偶

问题实现更快的收敛速度。

得到AL问题的表述后，可以采用PDD算法进行求解，首先在内层循环采用BCD方法

将问题分解成若干个子问题，即分别求解x和y，每个子问题在第k次内层迭代时更新过程

如下：

xk+1 = arg min
x∈RN

Lµ(x, z
k), (2.16a)

zk+1 = arg min
z∈RN

Lµ(x
k+1, z). (2.16b)

这个过程也可以近似看作对偶上升（Dual Ascent）过程，当达到设定的最大迭代次数后，

停止内层迭代，完整的BCD算法如算法3所示。

算法 3 BCD算法
1: 初始化x0，y0，λ，设置合适的µ，k ← 0

2: repeat

3: 根据式(2.16a)和(2.16b)相继更新xk+1和zk+1

4: k ← k + 1

5: until达到最大迭代次数kmax

输输输出出出: x← xk+1，z← zk+1

PDD算法的外层循环进行对偶变量更新，其在第l次外层迭代时更新过程如下：

λl+1 = λl + µ(Ax+Bz− c). (2.17)

同时，惩罚参数µ也需要进行更新，使其随着迭代次数的增加不断增大，可变的惩罚参

数使得PDD算法可以自适应地在AL方法和惩罚方法间切换，从而有望找到一个合适的参

数µ使得算法最终收敛。PDD算法的收敛条件为初始残差足够小，即：

∥Ax+Bz− c∥22 ≤ ε. (2.18)

其中ε > 0表示初始残差的容忍度，其选取条件根据具体问题具体情况讨论。

PDD算法的完整过程如算法4所示。PDD算法可以有效地求解无线通信，信道处理等

领域中的各类优化问题，但是在实际应用上仍然存在一定的局限性，比如涉及大量高维矩

阵的运算，以及双层循环引入的延迟。
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算法 4 PDD算法
1: 初始化x0，y0，λ0，设置合适惩罚参数µ，l← 0

2: repeat

3: 运行算法3来得到xl+1，yl+1

4: 根据式(2.17)更新对偶变量λl+1，同时增大惩罚参数µ

5: l← l + 1

6: until达到最大迭代次数lmax或者达到收敛条件

输输输出出出: x← xl+1，z← zl+1

2.5 深深深度度度学学学习习习技技技术术术简简简介介介

深度学习是机器学习中的一个重要分支，其核心出发点是通过一个多层的神经网络来

模拟人脑的深层结构和认知机制，可以从海量数据中提取关键特征，学习某种行为模式，

目前在计算机视觉，自然语言处理等领域得到了广泛应用，取得了丰富的成果。同时，凭

借其强大的学习拟合能力，近年来深度学习也被应用于物理层通信领域，为无线通信和信

号处理算法的设计提供了新的思路。

2.5.1 神神神经经经网网网络络络的的的基基基本本本结结结构构构

å

1x

2x

Nx

1w

2w

Nw
( )f × y

b

图 2.5 神经元模型

人工神经元（Neuron）作为神经网络的基本组成单元，可以看作一个多输入，单输

出的非线性单元，其输出可以作为下一层神经元的输入，从而可以组成功能强大的神经

网络。如图2.5所示是一个人工神经元的模型，其中{x1, x2, ..., xN}表示神经元的N个输入，

{w1, w2, .., wN}代表对应不同输入的权重，加权求和后的输入
∑N

i=1 wixi加上偏置项b后通过

一个非线性的激活函数f(·)，从而得到神经元的输出y，具体过程可以表示为：

y = f(
N∑
i=1

wixi + b), (2.19)
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激活函数决定了神经元的非线性特征，对于整个神经网络的拟合能力至关重要。常用

的激活函数有以下几类：

• sigmoid函数：

y = sigmoid(x) =
1

1 + e−x
∈ (0, 1), (2.20)

sigmoid函数将输出映射到0和1之间，适用于预测概率的模型，连续可微，梯度比较

平滑，但是sigmoid函数在训练时涉及的计算量大，且可能会存在梯度消失的情况。

• tanh函数：

y = tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
∈ (−1, 1), (2.21)

tanh函数的输出位于-1和1之间，以0为中心，负输入均被映射为负数，tanh函数的曲

线与sigmoid函数相似，同样会出现梯度消失的问题。

• ReLU函数：

y = ReLU(x) = max(0, x), (2.22)

ReLU函数又称为修正线性单元（Rectified Linear Unit），是一种分段线性函数。

ReLU函数可以有效解决tanh函数和sigmoid函数的梯度消失问题，并同时加快梯度下

降的速度，且由于其只涉及线性计算，所以计算速度更快，但是当输入为负数的时

候，ReLU函数将失去作用，在反向传播的时候梯度会完全变为0。

2.5.2 神神神经经经网网网络络络的的的训训训练练练方方方法法法

损失函数是神经网络训练过程中的关键一环，其用来度量模型的预测值和真实值之间

的差异值，也被称为损失值。损失值可以通过后向传播（Back Propagation）来更新网络中

的各项参数，从而降低真实值和预测值之间的差异程度，使得模型往正确的方向靠拢。损

失函数主要可以分为基于距离度量的损失函数和基于概率分布度量的损失函数。

• 基于距离度量的损失函数将输入数据映射到欧氏空间等基于距离的特征空间中，

代表性的有均方误差（Mean Squared Error，MSE）损失函数，具体表述如式(2.23)。

MSE损失函数计算了模型输出和标签值之差的l2范数，常用于深度学习的回归任务

中，收敛速度较快。

LMSE =
1

N

N∑
i=1

(yi − ŷi)
2. (2.23)
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• 基于概率分布度量的损失函数通过样本的概率分布来度量其与标签分布之间的距离，

代表性的有交叉熵（Cross-Entropy）损失函数，具体表述如式(2.24)。交叉熵最初是

信息论中描述最小平均编码长度的一个概念，引入机器学习后常用于分类任务中，

其参数更新速度与误差大小相关，可以有效避免梯度消失。

LCE = − 1

N

N∑
i=1

[yi ln(ŷi) + (1− yi) ln(1− ŷi)]. (2.24)

神经网络的训练过程包括输入信号通过网络映射的前向传递和损失误差反向传播两个

部分。其中，反向传播计算损失函数的梯度来调整网络中的权重参数，其中涉及到链式法

则和梯度下降法，而梯度下降法的设计将直接影响网络训练的结果和收敛速度。常用的梯

度下降法主要有以下四种：

• 随机梯度下降（Stochastic Gradient Descent，SGD）法 [55]：SGD算法每次随机从样本

集中抽取一个样本对权重进行更新，其不一定是向着最优的方向下降，所以对学习

率的设置要求很谨慎，不一定收敛到全局最优。

• Momentum梯度下降法 [56]：Momentum方法在原有的梯度下降法中引入了动量，这使

得训练到达一个局部最优点的时候可能在动量的帮助下冲出这个局部最优点，并且

可以减少许多震荡，更快到达全局最优点。

• RMSprop梯度下降法 [57]：RMSprop法是针对自适应梯度下降的Adagrad的一个改进，

Adagrad可以自适应改变学习率来加快收敛速度，而RMSprop则是在其基础上采用指

数加权平均的思想，只对最近的梯度进行计算，从而避免出现提前停止的情况。

• Adam梯度下降法 [58]：Adam算法不同于传统的随机梯度下降法，其结合了Adagrad

和RMSprop的优势，可以对不同的参数设计自适应的学习率。Adam算法可以执行高

效的计算任务，常被应用于求解大规模数据和参数的优化问题。

2.5.3 深深深度度度展展展开开开的的的基基基本本本原原原理理理

深度学习中主要有数据驱动和模型驱动两大类神经网络结构。其中数据驱动的神经网

络主要由DNN，CNN等常用的神经网络结构组成，其可以看作学习输入和输出之间的映

射关系的黑盒，这类方法的架构迁移性和学习能力都很强，应用非常广泛。而模型驱动的

神经网络中会用到更多已知的领域知识，基于现有的算法模型来构建网络，在通信领域的

应用中，模型驱动的神经网络相比于数据驱动的神经网络具有如下几个优势：可以基于通
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信领域大量现有的无线通信和信号处理算法来设计神经网络结构，这些现有算法具有一定

的性能保证，并且可以有效地进行硬件实现，不需要重新设计硬件架构；大多数作为基础

模型的通信算法具有相对较少的可训练参数，可以简化训练的复杂度；网络结构更加直

观，具有较强的可解释性。

深度展开是最具代表性的模型驱动神经网络设计方法，其整体思路可以归结如下：首

先给出目标问题的一个迭代推理算法，这个算法是基于传统的领域知识设计的；接着将这

个迭代算法逐层展开为一个类似神经网络的分层结构，每一层对应原算法的一次迭代过

程，网络层数固定；然后可以将原算法的可调参数和系数逐层设置为可训练的参数，进而

得到一个类似神经网络的架构，其中训练参数的选择和设置将直接影响网络的训练结果；

在训练过程中使用基于梯度下降的方法来对可训练的参数进行调整，从而得到最优的网络

参数配置。接下来举例说明深度展开的网络架构。

K

1
u

K
u

1
v

K
v

图 2.6 深度展开模型结构

图2.6是一个层数为K的深度展开网络模型结构。第k层的节点更新对应于所展开的推

理算法中第k次迭代中的变量更新过程，具体可以表示为

uk = f(uk−1,vk−1; ηk−1, θk−1),

vk = g(uk,vk−1; ηk−1, θk−1),
(2.25)

其中{ηk}Kk=1和{θk}Kk=1表示层间独立的可训练参数。网络通过K层的前向传递过程后，选

择合适的激活函数和损失函数来合理估计预测值和真实值之间的误差，然后通过误差的反

向传播过程，调整可训练参数的值来降低预测误差，从而得到最优的网络参数配置。

深度展开结合了传统神经网络的推理能力以及推理算法的内部结构，可以在固定的层

数中执行推理并获得最佳的性能。通信系统中的许多信号处理任务，比如检测和译码，都

可以表述为优化问题，这些优化问题的求解通常需要用迭代的方式进行求解，但是在实际

的高吞吐率低延迟的通信系统中，对于迭代次数的要求十分苛刻。而深度展开就给降低算

23



浙江大学硕士学位论文 第二章 相关理论基础

法迭代次数提供了解决方案，通过训练来寻找最优的参数，从而最大限度地减少算法达到

指定增益所需的迭代次数。

2.6 本本本章章章小小小结结结

本章介绍了与论文相关的基本原理知识，给后续章节的工作奠定了理论基础。具体

地，首先介绍了LDPC码相关的基本原理，常用的构造和编码方式，以及经典的和积译码

算法和近似简化的归一化最小和译码算法。然后，介绍了Turbo均衡的基本原理和算法框

架。接着，介绍了PDD算法的基本原理，与ADMM算法的区别，以及算法框架。最后，介

绍了深度学习中神经网络的基本结构，一些常用的激活函数和损失函数，以及深度展开在

通信领域应用的优势和设计方法。
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3.1 引引引言言言

LDPC码作为一种具有诸多优良性质，且非常逼近香农极限的纠错码，已被广泛应用

于各类通信系统中。基于软判决的BP译码算法可以获得逼近最大似然译码的译码性能，并

且其各种改进简化算法已经在实际系统中得到广泛部署，但是BP算法并不能确保收敛，且

在较高信噪比下可能出现错误平层，不利于一些高可靠性场景的应用。LP译码算法作为

一种具有很强理论保证的算法，可以在高信噪比区域获得优于BP译码算法的性能，但是

传统的LP译码算法在低信噪比区域性能不佳，且没有充分利用其数学结构，译码复杂度

较高。如何进一步提升LP译码算法的性能，并降低其计算复杂度成为了近年来的研究热

点。

受此启发，针对LDPC码的LP译码问题，本章研究了基于级联整数规划问题的PDD译

码算法，并且引入了深度学习技术对PDD算法做进一步优化，旨在进一步提升PDD译码算

法的性能并降低译码复杂度。

本章剩余部分安排如下：首先给出了ML译码及其级联整数规划问题的描述；然后，

基于级联整数规划问题和PDD算法框架提出了PDD译码算法，并将所提的PDD译码算法和

经典的SPA译码算法以及其他先进的LP译码算法进行复杂度分析和比较；进一步地，我们

运用深度展开技术，将所提的PDD译码算法展开为一个模型驱动的神经网络；最后我们通

过仿真对所提的译码器和其他先进的译码器进行了性能分析和比较。

3.2 优优优化化化问问问题题题描描描述述述

3.2.1 ML译译译码码码问问问题题题

本章考虑码长为N，码率为R的LDPC码C，由维度为M × N的校验矩阵H定义。令集

合I , {1, 2, · · · , N}和J , {1, 2, · · · ,M}分别代表变量节点和校验节点的索引集合，令dj，

j ∈ J表示校验节点j的度，表示在校验矩阵H的第j行有dj个非零元素。假设x ∈ {0, 1}N为

通过无记忆二进制输入对称输出（Binary-Input Symmetric-Output）信道传输的码字，每个

比特xi 取0或1的概率相等，y为加噪的接收信号。令Pr(y|x)表示码字x的似然概率，基于
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离散无记忆的特性有Pr(y|x) =
∏N

i=1 Pr(yi|xi)，接收对数似然比向量v ∈ RN×1定义为

vi , log

(
Pr (yi | xi = 0)

Pr (yi | xi = 1)

)
, ∀i ∈ I. (3.1)

将式(3.1)展开可以得到

log(Pr(yi|xi)) = −vixi + log(Pr(yi|xi = 0)). (3.2)

ML译码问题旨在寻找使得似然概率最大的码字作为发送码字，可以表示为

x̂ = argmax
x∈C

Pr(y|x)

= argmax
x∈C

N∏
i=1

Pr(yi|xi).
(3.3)

结合式(3.2)和式(3.3)，最大化Pr(yi|xi)等价于最小化vixi，所以ML译码问题可以表示成如

下的线性规划问题 [13]：

min
x

vTx (3.4a)

s.t.

[
N∑
i=1

Hjixi

]
2

= 0, ∀j ∈ J , (3.4b)

xi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ I, (3.4c)

其中[·]2表示模2操作，约束项(3.4b)代表LDPC码的奇偶校验约束。特别地，vi也可以理解

为译码xi = 1的代价。

因为奇偶校验约束(3.4b)和离散约束(3.4c)使LP问题成为一个NP-Hard（Non-deterministric

Polynomial-time Hard）问题 [59]，所以直接求解(3.4)的LP问题会存在困难，无法在确定的多

项式时间内进行求解。在下一小节中，我们引入了级联度分解的方式来化简问题(3.4)，使

其更容易进行求解。

3.2.2 LP问问问题题题的的的级级级联联联整整整数数数规规规划划划形形形式式式

级联整数规划 [21]的核心思想是通过引入辅助变量的方式来将高度数的校验节点分解

为若干低度数的校验节点，从而可以用简单的等式约束或者不等式约束来描述问题。

图3.1举例说明了一个度为6的奇偶校验约束分解过程，原校验式为[
x
(0)
1 + x

(0)
2 + x

(0)
3 + x

(0)
4 + x

(0)
5 + x

(0)
6

]
2
= 0, (3.5)
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(0)

1x

(0)

2x

(0)

3x

(0)

4x

(0)

5x

(0)

6x

(0)

1x
(0)

2x

(0)

3x

(0)

4x
(0)

5x

(0)

6x

(1)

1x

(1)

2x
(1)

3x

图 3.1 度为6的校验节点分解过程

其中x
(0)
i ∈ {0, 1}为原始变量节点。引入辅助变量x

(1)
1 ，x

(1)
2 和x

(1)
3 后，度为6的奇偶校验约束

可以分解成为四个等价的三变量奇偶校验约束：

[
x
(0)
1 + x

(0)
2 + x

(1)
1

]
2
= 0,

[
x
(0)
3 + x

(0)
4 + x

(1)
2

]
2
= 0,[

x
(0)
5 + x

(0)
6 + x

(1)
3

]
2
= 0,

[
x
(1)
1 + x

(1)
2 + x

(1)
3

]
2
= 0.

(3.6)

下面给出一般化的校验分解过程，校验矩阵H中第j行的奇偶校验式分解可以写作：

• 如果l(t−1) = 2l(t) − 1:

[
x
(t−1)
2k−1 + x

(t−1)
2k + x

(t)
k

]
2
= 0, k = 1, ..., l(t) − 1, (3.7a)

x
(t−1)
2k−1 = x

(t)
k , k = l(t), (3.7b)
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• 如果l(t−1) = 2l(t):

[
x
(t−1)
2k−1 + x

(t−1)
2k + x

(t)
k

]
2
= 0, k = 1, ..., l(t), (3.8a) l(t)∑

k=1

x
(t)
k


2

= 0, (3.8b)

x
(t−1)
2k−1 , x

(t−1)
2k , x

(t)
k ∈ {0, 1}, t = 1, ..., κj, (3.8c)

其中κj = ⌈log2(dj/3)⌉表示第j行校验式总共需要κj次分解，l(0) = dj，l(t) = ⌈l(t−1)/2⌉表示

第t次分解时引入的辅助变量数目，x
(0)
k 表示原始变量节点，即x

(0)
k = xβk

，[β1, ..., βdj ]表示

校验矩阵H的第j行中“1”的索引集合，而x
(t)
k 则表示第t次分解时引入的辅助变量。递归

完成上述分解过程后，第j行的奇偶校验式最终可以被等价表示为若干个三变量的校验等

式，但是三变量的校验等式仍然是基于模2运算的表达形式，这会给后续求解带来困难，

所以可以将每个三变量校验式转化为四个等价的不等式约束：

x
(t−1)
2k−1 ≤ x

(t−1)
2k + x

(t)
k , x

(t−1)
2k ≤ x

(t−1)
2k−1 + x

(t)
k ,

x
(t)
k ≤ x

(t−1)
2k−1 + x

(t−1)
2k , x

(t−1)
2k−1 + x

(t−1)
2k + x

(t)
k ≤ 2.

(3.9)

进一步地，得到不等式约束(3.9)的矩阵形式Tf ≼ a，其中：

f =
[
x
(t−1)
2k−1 , x

(t−1)
2k , x

(t)
k

]T
, a = [0, 0, 0, 2]T ,T =


1 −1 −1

−1 1 −1

−1 −1 1

1 1 1

 . (3.10)

从以上的级联分解形式可以看出，校验矩阵H的每个校验约束需要额外引入dj − 3个

辅助变量和dj − 2个三变量奇偶校验约束，所以总共的辅助变量Γa和三变量校验约

束Γc可以写作Γa =
∑M

j=1(dj − 3)和Γc =
∑M

j=1(dj − 2)。为了进一步完整地表述问题的

约束项，给出以下定义：拓展LLR为q = [v;0Γa×1]，0Γa×1为全零向量；拓展码字变量

为u = [x; x̃] ∈ {0, 1}(N+Γa)×1，其中x ∈ {0, 1}N×1 为原始码字变量，x̃ ∈ {0, 1}Γa×1为引

入的辅助变量；三变量约束矩阵A = [TQ1; · · · ;TQγ; · · · ;TQΓc ] ∈ {0,±1}4Γc×(N+Γa)，

其中Qγ ∈ {0, 1}3×(N+Γa)表示选择矩阵，从u中选择对应第γ个三变量方程的变量；向

量a的拓展向量b = 1Γc×1 ⊗ a，1Γc×1表示维度为Γc × 1的全一向量，符号⊗表示克罗内

克（Kronecker）积。ML问题的原始码字空间可以看作一个基本多面体（Fundamental

Polytope），文献[21]证明了这个基本多面体可以视作一组最小多面体的交集，进而问
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题(3.4)可以等价表示为以下基于级联分解形式的线性整数规划问题：

min
u

qTu (3.11a)

s.t. Au− b ≼ 0, (3.11b)

u ∈ {0, 1}(N+Γa)×1. (3.11c)

文章[21]中证明了基于级联分解的LP问题与原始LP问题 [13]是等价的，并且两者的译

码器具有相同的属性，比如最大似然特性和全零假设（All-zero Assumptions）。下一节中

我们将采用PDD算法对基于级联分解的LP问题进行求解。

3.3 基基基于于于LP问问问题题题的的的PDD译译译码码码算算算法法法设设设计计计

本节我们提出了一种PDD译码算法来求解基于级联分解的LP问题(3.11)，其核心思想

是利用LP松弛和罚函数的方法来处理问题中的离散约束，并且采用超松弛机制来加快译码

器的收敛速度。PDD算法框架包含内外两层循环，内层循环对AL问题进行近似求解，外

层循环进行对偶变量和惩罚参数的更新，可以对非凸问题进行有效地求解。

3.3.1 PDD译译译码码码算算算法法法

为了契合PDD算法的框架，我们首先引入了辅助变量z ∈ R4Γc×1
+ 来把不等式约

束(3.11b)变换成等式约束条件Au + z = b；此外，由于离散约束(3.11c)的存在，问

题(3.11)仍是一个NP-Hard问题，无法在多项式时间内求解，所以需要进一步地处理离散约

束。本文中我们采用LP松弛和罚函数的方法来处理离散校验约束，除此之外还有一些其他

的处理方法，但是会引入额外的复杂度：

• 文献[28]中通过引入额外的辅助变量和等式约束来处理离散约束：

ui(ûi − 1) = 0, ui = ûi, 0 ≤ ui ≤ 1, ∀i. (3.12)

这种方式虽然也可以取得不错的性能，但是因为引入了额外的辅助变量，所以在变

量更新时会引入额外的计算复杂度，并且在进行深度展开时网络难以收敛。

• 文献[26]将离散约束转换成等价的有界约束和lp球面的交集：

u ∈ {0, 1}N+Γa ⇔ u ∈ [0, 1]N+Γa ∩

{
u :

∥∥∥∥u− 1

2
1N+Γa

∥∥∥∥p
p

=
N + Γa

2p

}
. (3.13)

其中∥·∥p表示lp范数。利用这种lp-box的方法虽然可以得到不错的性能增益，但是其

多出的lp球面投影的操作会引入额外的计算复杂度。
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首先，我们将式(3.11c)松弛为u ∈ [0, 1](N+Γa)×1，然后在目标函数(3.11a)中引入罚函数

来增加伪码字的惩罚代价，从而我们可以得到问题(3.11)的惩罚松弛表示：

min
u,z

qTu+
∑
i∈I

g(ui) (3.14a)

s.t. Au+ z = b, (3.14b)

u ∈ [0, 1](N+Γa)×1, z ∈ R4Γc×1
+ , (3.14c)

其中g : [0, 1]→ R ∪ {±∞}代表引入的罚函数，一般而言罚函数需要满足以下条件 [25]：

(1) g在区间[0, 0.5)上单调递增;

(2) g关于0.5对称，即对于x ∈ [0, 1]有g(x) = g(1− x);

(3) g在(0, 0.5)上可微；

(4) g确保在PDD算法迭代时，变量u的更新存在闭式解。

因为根据LP算法的最大似然特性，译码器输出的整数解一定是最大似然解，所以设置条

件(1)来惩罚分数解，也就是避免伪码字的出现；条件(2)是为了满足全零假设，确保译码

错误与发送码字无关；条件(3)和(4)是为了使该问题可以有效地通过分布式算法进行求解。

本节中我们采用了l2罚函数，令g(u) = −α
2
(u− 0.5)2，其中α是罚函数系数。需要注意的是

在引入罚函数后，原来的LP问题变成了一个非线性非凸的问题，而PDD算法可以对非凸优

化问题进行高效可靠地求解 [54]。

接下来，我们将问题(3.14)的目标函数和等式约束条件所对应的AL函数定义为

Lµ(u, z) , qTu+
∑
i∈I

g(ui) +
µ

2
∥Au+ z− b+

λ

µ
∥22, (3.15)

其中µ > 0为惩罚参数，λ ∈ R4Γc×1
+ 表示与(3.14b)相关的对偶变量，进而我们可以得到AL问

题的表述：

min
u,z

Lµ(u, z)

s.t. u ∈ [0, 1](N+Γa)×1, z ∈ R4Γc×1
+ .

(3.16)

本节所提的PDD译码算法采用了双层循环的结构，其内层循环中使用BCD算法来

对AL问题进行近似求解，外层循环完成对偶变量λ和惩罚参数µ的更新。将内层循环和外

层循环的最大迭代次数分别表示为K和L，令k和l分别表示内层循环和外层循环的索引，

对于内层循环，我们将问题分成u和z两部分进行求解，其迭代过程包括以下两个步骤：
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(1) 在给定zk的情况下更新uk+1：

此时zk被看作一个常量，所以针对子问题u的求解可以将(3.16)化简为一个二次优

化问题，同时保留u的约束条件，因为该二次优化问题关于每个ui是独立的，所以

可以被分解为N + Γa个子问题：

min
ui

θi,lu
2
i + ωk

i,lui

s.t. 0 ≤ ui ≤ 1,

(3.17)

其中θi,l =
µl

2
ei − α

2
，ωk

i,l = qi + µla
T
i (z

k − b + λl

µl
) + α

2
，ei代表ATA的第i个对角线

元素，ai表示A的第i个列向量。根据二次优化问题的一阶最优条件，问题(3.17)的

最优解可以表示为

uk+1
i,l = Π[0,1](−0.5

ωk
i,l

θi,l
), (3.18)

其中Π[0,1](·)表示将元素映射到[0, 1]上的欧几里得投影运算，即大于1的元素映射

为1，小于0的元素映射为0，剩余元素不变。

(2) 在给定uk+1的情况下更新zk+1：

由于此时uk+1和q都是已知的常量，所以子问题z同样可以化简为一个二次优化问

题，表示为以下形式：

min
z
∥b−Auk+1 − λl

µl

− z∥22

s.t. z ∈ R4Γc×1
+ .

(3.19)

与第一步相似地，问题(3.19)的最优解可以表示为

zk+1 = Π[0,∞)(b−Auk+1 − λl

µl

), (3.20)

其中Π[0,∞)(·)表示将元素通过欧几里得投影映射到[0,∞)上。进一步地，我们采用

了超松弛机制 [60]，将式(3.20)中的Auk+1替换为βAuk+1 + (1− β)(b− zk)，则子问

题z的最优解可以表示为

zk+1 = Π[0,∞)(b− βAuk+1 − (1− β)(b− zk)− λl

µl

), (3.21)

其中β ∈ (1, 2)表示超松弛参数。超松弛机制可以将上一次迭代的信息重新应用于

本次迭代中，可以一定程度上加快算法的收敛速度，同时通过超松弛参数β来控制

松弛的程度。

在外层循环中，我们进行对偶变量λ的更新：

λl+1 = λl + µl(AuK + zK − b), (3.22)

31



浙江大学硕士学位论文 第三章 基于LP译码问题的LDPC码PDD译码技术

其中uK和zK表示内循环最终的输出。对偶变量可以解释为一个价值变量，所以对偶变量

的更新也可以看作对偶上升（Dual Ascent）法中的价值上升（Price Ascent）步骤 [61]。同

时，根据µl+1 = cµl对惩罚参数µl进行更新，其中c > 1为控制参数，使得µl在每次外层迭代

中保持一定的增长率增长，从而保证对偶函数的上升。

设置PDD算法的收敛条件为初始残差和对偶残差足够小，即：

∥Auk+1 + zk+1 − b∥22 < εini,

∥zk+1 − zk∥22 < εdual,
(3.23)

其中εini > 0和εdual > 0分别代表算法对初始残差和对偶残差的容忍度。综上，本章所提

的PDD译码算法的总体流程如算法5所示。

算法 5 PDD译码算法
输输输入入入: 获取信道信息q

1: 初始化z0，λ0为零向量；设置合适的参数α，β，µ0和c；令k = 0，

l = 0

2: repeat

3: repeat

4: 根据式(3.18)更新变量u

5: 根据式(3.21)更新变量z

6: k ← k + 1

7: until达到最大迭代次数K或者达到收敛条件(3.23)

8: 根据式(3.22)更新变量λ

9: µl+1 = cµl

10: u0 ← uK，z0 ← zK

11: l← l + 1，k ← 0

12: until达到最大迭代次数L或者达到收敛条件(3.23)

输输输出出出: 对u做判决得到译码输出码字x

3.3.2 复复复杂杂杂度度度分分分析析析

在本小节中，我们将所提的PDD译码算法和一些先进的LP译码算法进行复杂度的分析

对比，同时也分析了经典的和积BP译码算法的复杂度。 1为了方便讨论，本节考虑校验节

1本章所提到的BP译码算法均特指基于对数域的和积译码算法
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点或者变量节点度都相同的规则LDPC码，并且设校验节点的度为d。

• 对于所提的PDD译码算法，约束矩阵A中的所有可能值为0，-1和1，所以与A相关的

所有矩阵乘法运算都可以通过简单的加法运算来执行。像θ和q这些常向量的值都可

以在迭代前计算得到，所以我们只需要考虑计算ω/θ所涉及的乘法运算。除此之外，

在外层循环中进行的对偶变量更新可以等价写作：

λl+1

µl

=
λl

µl

+Au+ z− b, (3.24)

由于λl/µl和Au已经在内层循环中计算过，在外层循环中不需要额外的乘法运算，所

以只需要考虑内层循环的计算复杂度。进而所提的PDD译码算法的计算复杂度可

以表示为O(N + Γa)。由于本节考虑规则LDPC码，根据Γa =
∑M

j=1(dj − 3)，可以得

到Γa = M(d − 3) = N(1 − R)(d − 3)，根据LDPC的稀疏特性可以得到d ≪ N，所

以Γa与码长N相当，PDD译码器的译码复杂度也可以近似表示为O(N +M(d− 3))。

• 文献[28]中提的PDD译码算法与本文所提的PDD译码算法复杂度相近。具体而言，文

献[28]中的PDD译码算法的内层循环中进行了{u, z, û}三组变量的更新，外层循环中

进行了{y,ω,η}三组对偶变量的更新。而在本文所提的PDD译码算法中，内层循环

和外层循环分别更新了{u, z}和λ。所以相对而言，本文所提的PDD译码算法需要更

新的变量数目减少了一半，变量更新的执行过程会更简单，计算复杂度更低。

• 文献[25]中所提的ADMM L2译码算法中涉及到校验多面体映射操作ΠPPdj
(·)，这也

是整个算法中最耗时的一部分。如果采用文献[24]中所提的基于迭代的ICPP算法，

ADMM L2译码器的复杂度可以表示为O(N +Md)。

• 对于经典的BP译码算法，根据式(2.9)和式(2.11)，其在变量节点的更新过程中只涉及

到简单的加法运算，所以我们只考虑其校验节点更新中涉及到的双曲正切和反双曲

正切运算。根据文献[18]，BP译码算法单次迭代的复杂度可以表示为O(Md2)。

综上所述，各算法单次迭代的计算复杂度比较如表3.1所示。通过分析比较可以发

现，所提的PDD译码算法的计算复杂度要低于文献[25]和[28]中设计的译码算法，和经典

的BP译码算法相当。

3.4 基基基于于于深深深度度度学学学习习习的的的LPDN译译译码码码器器器

上一节详细介绍了本文所提的PDD译码算法，并和经典的BP算法以及其他先进

的LP译码方案进行了复杂度的分析和比较。在所提的PDD译码算法中，选择合适的系数
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表 3.1 单次迭代计算复杂度比较

译码算法 计算复杂度

BP译码算法 [18] O(Md2)

ADMM L2译码算法 [25] O(N +Md)

PDD译码算法 [28] O(N +M(d− 3))

所提的PDD译码算法 O(N +M(d− 3))

和参数是至关重要的。比如一个较大的惩罚参数µ0可能会产生较大的初始残差，保证对偶

函数的上升，并且加快收敛的速度，但同时其可能导致较差的译码性能，无法收敛到全局

最优点。在传统的迭代算法中，寻找参数{α, µ0, c, β}的合适值通常需要通过大量的数值仿

真，遍历参数的各种排列组合情况。这样的方式会消耗大量的计算资源和时间，并且可能

无法找到最优的参数组合，从而导致译码器的性能并不能达到最优。所以在本节中我们基

于所提的PDD译码算法，采用深度展开的技术，进一步提出了一种可学习的PDD译码网络

（Learnable PDD Decoding Network，LPDN），LPDN译码器可以进一步提升PDD译码器的译

码性能并减少译码的平均迭代次数。

l
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图 3.2 LPDN的网络架构（黄色圆圈表示训练参数，蓝色和橙色矩形分别表示内层和外层更新节

点，红色实线框中描述了节点的具体结构）

将所提的PDD译码算法通过深度展开后得到的LPDN网络架构如图3.2所示。令L表

示外层的层数，K表示每个外层中包含的内层层数。我们将参数µ，α，和β看作一系
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列分层独立的可训练参数，根据固定的层数L，训练参数可以表示为µ = [µ1, · · · , µL]，

α = [α1, · · · , αL]和β = [β1, · · · , βL]。需要注意的是，相比经典的基于数据驱动的神经网

络，我们所需要存储的训练参数在硬件实现的时候只需要消耗很少的存储空间。通过在网

络的每个外层中设置独立的可训练参数{αl, βl, µl}，可以使网络结构的调整更加灵活，并

且可以减少译码性能对于初始参数的依赖。通过使用基于梯度下降的方法来优化本章所提

的LPDN译码器，可训练参数{α,β,µ}可以在训练中自动地被优化校正，而优化后的训练

参数可以很好地提升收敛速度以及译码器的译码性能。

在所提的LPDN中，每个内层包含两种更新节点，即节点u和节点z。除此之外，在每

个外层中包含了一次节点λ的更新，节点λ的更新在K个内层更新之后执行。令(uk,l, zk,l)表

示在第l个外层中第k个内层的节点u和节点z的输出，令λl表示第l个外层中节点λ的输

出。内层和外层中节点的更新操作与所提的PDD译码算法中的节点更新过程相似，节

点u, z,λ的更新过程可以用如下的数学公式表示：

uk,l = η ⊙ (q+ µlA
T (zk−1,l − b+

λl−1

µl

) +
αl

2
), (3.25a)

zk,l = ReLU(b− βlAuk,l + (1− βl)(b− zk−1,l)− λl−1

µl

), (3.25b)

λl = λl−1 + µl(AuK,l + zK,l − b), (3.25c)

其中η = 1/(αl − µldiag(ATA))，符号⊙表示哈达玛（Hadamard）积。在这里使用激活函

数ReLU(·)是因为其等价于Π[0,∞)(·)。需要注意的是，zK,l表示节点z在第l个外层的输出，

同时也可以看作是第l + 1个外层的输入z0,l+1。

损失函数通常用于估计网络的输出值与标签值的差距。对于所提的LPDN，我们采用

了sigmoid函数作为输出层的激活函数，交叉熵作为损失函数，从而可以将损失函数表示为

L = −
N∑
i=1

[xilog(σ(−ci)) + (1− xi)log(1− σ(−ci))], (3.26)

其中xi表示真实的标签值，ci = 1 − 2ui将最终层的节点u输出转化为双极型形式，σ(·)表

示sigmoid函数y = 1/(1 + e−x)，将结果都映射到(0,1)之间。除此之外，考虑到网络层数相

对较多，我们引入了Multiloss机制 [42]，将每一个外层的输出uK,l都引入损失函数的计算。

Multiloss机制可以提升前几层的梯度在误差反向传播时所占的比重，从而加快收敛速度，

使结果更加准确。考虑Multiloss后网络最终输出的损失函数可以表示为

LMul = −
L∑
l=1

N∑
i=1

[xilog(σ(−cli)) + (1− xi)log(1− σ(−cli))], (3.27)
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其中cli对应第l层的输出uK,l的双极型形式，并且我们可以将LPDN网络的每个外层对应的

损失函数表示为Ll。考虑损失函数在内的LPDN前向传递过程如算法6所示，需要注意的

是我们只在训练阶段考虑损失函数。

算法 6 LPDN前向传递过程
输输输入入入: 获取信道信息q，及相应的标签值x

1: 初始化z0,1，λ0为零向量；初始化训练参数α，β，µ

2: for l = 1, 2, ..., L do

3: for k = 1, 2, ...K do

4: 根据式(3.25a)更新节点u

5: 根据式(3.25b)更新节点z

6: end for

7: 根据式(3.25c)更新节点λ

8: LMul ← LMul + Ll

9: z0,l+1 ← zK,l

10: end for

输输输出出出: LMul

在由损失函数得到误差值之后，通过误差的反向传播过程来更新训练参数进而校正误

差。反向传播过程主要有两部分组成，首先由链式法则来计算误差关于各参数的梯度值，

然后由一定的梯度下降方法来向着梯度下降的方向更新训练参数。本文采用了Adam算法

来执行参数更新过程 [58]，在Adam算法中，动量被直接合并为梯度的一阶矩估计，其次，

Adam对一阶矩和二阶矩的估计偏差进行了校正，具有较强的鲁棒性。以惩罚参数µ为例，

算法7给出了Adam算法具体的更新流程。在算法7中，学习率ϵ一般设置为0.001，ρ1和ρ2分

别设置为0.9和0.999，δ默认设置为10−8。在训练过程中每次从训练集中随机抽取m个样本

作为一个最小批量（Mini-batch），每次以最小批量为单位计算平均梯度g，其中L(i)
Mul表示

一个最小批量中第i个样本的损失值。

由于LPDN网络是基于PDD译码算法展开得到，其中每一层的节点的更新过程

与PDD译码算法中每次迭代的变量更新过程基本相同。而且引入的层间独立的可训

练参数也是由原有的可调参数转换而来，并未引入新的参数和更新过程。所以本节所提

的LPDN译码器与所提的PDD译码算法有相同的计算复杂度。
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算法 7 Adam算法
输输输入入入: 学习率ϵ；矩估计的指数衰减率ρ1和ρ2；用于数值稳定的常数δ

1: 初始化训练参数µ；初始化一阶和二阶矩变量s = 0，r = 0；初始化

时间步长t = 0

2: repeat

3: 计算梯度：g← 1
m
∇µ

∑m
i=1 L

(i)
Mul

4: t← t+ 1

5: 更新有偏一阶矩估计：s← ρ1s+ (1− ρ1)g

6: 更新有偏二阶矩估计：r← ρ2r+ (1− ρ2)g ⊙ g

7: 修正一阶矩的偏差：ŝ← s
1−ρt1

8: 修正二阶矩的偏差：r̂← r
1−ρt2

9: 计算更新：∆µ = −ϵ r
1−ρt2

10: 执行变量更新：µ← µ+∆µ

11: until达到收敛条件

输输输出出出: 更新后的变量µ

3.5 仿仿仿真真真结结结果果果与与与性性性能能能分分分析析析

针对本章所提的PDD译码器和LPDN译码器，本节通过仿真与横向对比的方式来评

估所提译码器的性能，主要包括了译码器的纠错性能以及译码器的迭代次数。所提

的LPDN神经网络在Python平台的Tensorflow框架下完成训练。译码器的仿真在Matlab软

件上进行，考虑AWGN信道，并采用BPSK调制方式，所考虑的LDPC码为(128,64) CCSDS

LDPC码C1和(256,128) CCSDS LDPC码C2 [62]。除此之外，我们引入了经典的BP译码算

法 [18]，文献[25]中的ADMM L2译码算法，以及文献[28]中的PDD译码算法进行译码性能

的对比，上述算法的复杂度已经在本章的3.3.2中进行了分析比较。

考虑到训练数据集的选取对于LPDN网络的训练起到关键作用，我们要对数据集进行

预筛选。首先考虑产生训练数据的信噪比条件，如果信噪比过高，那么几乎不存在译码错

误的情况，网络就难以从中有效地获取错误模式等有效信息；如果信噪比过低，过度严重

的噪声导致很少的码字可以被正确译码，网络也很难从中学习到有效的译码机制。所以我

们将码字C1和C2的训练信噪比分别设置为3.5dB和2.5dB。除此之外，我们筛去了一部分可

以被BP译码器轻松译码的码字，这部分码字可以在较少的迭代次数下完成译码，所以对

于网络的训练也没有很大的参考价值，筛选后的训练集可以进一步提升网络的学习效率，
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加快收敛速度。筛选后的数据被分为一个训练集和一个验证集，大小分别为4× 105和105，

需要注意的是这里的验证集仅用于训练阶段判断网络是否收敛，在仿真测试阶段还是

用随机生成的数据。在训练过程中，我们将Adam优化器前10个训练周期的学习率设置

为10−3，然后在之后的训练周期减少到10−4，从而来减少过拟合现象的发生。此外，我们

将LPDN网络在训练阶段的内层和外层数目分别设置为5和20。

在仿真过程中，经典的BP译码器和ADMM L2译码器的迭代次数均被设置为2 × 104。

2对于文献[28]中的PDD译码器，相关参数均按照论文中推荐设置，初始惩罚参数µ0设

置为0.5，控制参数c设置为1.001。对于本文所提的PDD译码器，µ0和c同样分别设置

为0.5和1.001，此外将罚函数系数α和超松弛参数β分别设置为1.2和1.5。两种PDD译码器

和LPDN译码器的最大内层迭代次数均设为5次。在前20个外层循环中，LPDN译码器加载

训练好的参数集{α,β,µ}进行译码，而在之后的循环中，α和β固定设置为1.2和1.5，而惩

罚参数µ则参照PDD译码器的增长率继续增加，当译码器满足收敛条件或者达到最大迭代

次数lmax = 4000时译码结束，如此总的内层迭代次数也等于2× 104。

下面给出了我们的仿真结果，由于计算资源有限，每条曲线的最后两个信噪比下只收

集了50个错误帧，在其余各个信噪比下都收集了至少100个错误帧，每一组曲线的信息序

列和噪声都基于相同的随机种子生成。
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图 3.3 C1的FER和BER曲线

2本文中，迭代次数被设置为较大的值来观察最终的收敛性能。
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在图3.3中，我们提供了码字C1的误帧率（Frame-Error-Rate，FER）和误码率（Bit-

Error-Rate，BER）性能曲线。从中可以看出LPDN译码器的性能在中高信噪比区域略

好于所提的PDD译码器，两者的总体性能接近，这是因为LPDN译码器采用的模型本

就是基于所提的PDD译码器，所以两者本质上是等效的，只是LPDN优化了参数配置。

而我们所提的LPDN译码器和PDD译码器在各个信噪比的性能均优于其他几种译码器，

当FER 为10−3时，相比经典的BP译码器和文献[28]中的PDD译码器有大约0.2dB的增益，

相比ADMM L2译码器有0.3dB左右的增益。
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图 3.4 C2的FER和BER曲线

在图3.4中，我们提供了码字C2的FER和BER性能曲线。此时所提的LPDN译码器

和PDD译码器性能仍然相近，并且在各信噪比下要优于其他几种译码器，当FER为10−3时，

相比经典的SPA译码器和ADMM L2译码器有大约0.2dB的增益，相比文献[28]中的PDD译

码器有0.4dB左右的增益。

图3.5提供了码字C1下不同译码器达到图3.3中性能所需要的平均迭代次数和平均译码

运行时间。由于在3.3.2中我们已经分析了这些译码器单次迭代的复杂度，并且这里比较的

都是双层循环译码器，所以我们这里考虑内层迭代次数，译码运行时间考虑完成一帧译码

所需的程序运行时间。从图中可以看出，平均迭代次数与平均运行时间具有相同的趋势，

对于码字C1，本文所提的PDD译码器和文献[28]中所提的PDD译码器所需的迭代次数和

运行时间相近，而LPDN译码器相比这两者可以减少大约50%的迭代次数和运行时间。
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图 3.5 C1的平均迭代次数和译码运行时间曲线

图3.6提供了码字C2下不同译码器达到图3.4中性能所需要的平均迭代次数和平均运行

时间。对于码字C2，LPDN译码器相比本文所提的PDD译码器减少35%左右的迭代次数，

相比文献[28]中所提的PDD译码器减少了将近70%的迭代次数。这说明本文所提的PDD译

码器相比文献[28]中的PDD译码器译码效率更高，可以以更小的计算复杂度和更少的迭代

次数获得更优的纠错性能，而本文所提的LPDN译码器在所提的PDD译码器的基础上进一

步优化了网络参数，可以在减少迭代次数的同时获得更优的纠错性能。

综上所述，在相同的最大迭代次数条件下，本章所提的PDD译码器和LPDN译码器相

比经典的BP译码器，ADMM L2译码器以及文献[28]中的PDD译码器均具有更低的误帧率，

提升较为明显，而且由3.3.2可知本章所提的译码器在单次迭代中的复杂度也更有优势，所

以译码效率也更高。尽管LPDN译码器在译码性能上相比所提的PDD译码器提升有限，但

是可以很大程度上减少译码所需的平均迭代次数，说明模型驱动的神经网络确实可以优化

参数分布，得到译码性能更优的译码器，从而进一步提升译码效率。

3.6 本本本章章章小小小结结结

本章主要研究了基于LP问题的PDD译码算法，其目的是弥补BP译码算法在错误平层

和理论保证等方面存在的不足同时提升LP译码方法的性能。首先，本章基于级联整数规划
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图 3.6 C2的平均迭代次数和译码运行时间曲线

问题，提出了一种新的PDD译码算法，并且对所提的译码算法和其他先进的译码算法进行

了复杂度分析与比较。此外，我们结合了深度学习中基于模型驱动的深度展开技术，进一

步提出了LPDN译码器来提升PDD译码器的译码性能和效率。最后通过仿真结果验证了所

提的PDD译码器和LPDN译码器可以提供更优的纠错性能和更低的计算复杂度，并且LPDN

译码器在PDD译码器的基础上进一步提升了译码性能并降低了所需的迭代次数。

本章的相关研究成果已发表于SCI期刊IEEE COMMUNICATIONS LETTERS。
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4.1 引引引言言言

ISI信道是一种常用于通信系统和磁记录系统中的实用信道模型，通常采用均衡技术结

合信道编码技术来联合抑制码间干扰，从而实现正确的检测译码。Turbo均衡是一种经典

的迭代均衡和译码技术，其通过均衡算法和译码算法交换外部软信息进行迭代更新，可

以很好地抑制码间干扰。常用的均衡算法有软输出的BCJR算法和SOVA算法，译码可以采

用LDPC码中基于软判决的BP译码算法，然而BCJR算法和SOVA算法的复杂度均关于信道

记忆长度呈指数增长，在信道记忆长度较长时可能引入较高的延迟。一些现有的研究将基

于无记忆对称信道的LP译码方法的思想推广到ISI信道中，用优化理论的方法来实现ISI信

道下LDPC码的高效译码，可以获得更优的纠错性能和更低的计算复杂度。

受此启发，针对ISI信道下的LDPC码QP译码问题，本章研究了基于校验多面体约束

的ISI-PDD译码算法，并且对译码算法中的校验多面体投影算法进行了提升改进，引入了

缩放因子来加速投影算法的收敛。

本章剩余部分安排如下：首先介绍了ISI信道传输模型，以及该信道下LDPC码ML译

码问题的QP描述。然后基于PDD的算法框架提出了一种基于校验多面体约束的ISI-PDD译

码算法，内层对AL问题近似求解，外层更新对偶变量和参数。同时我们提出了一种基于

迭代的FCPP算法来提高校验多面体投影的效率，通过引入可动态调节的缩放因子来减少

所需的迭代次数。最后对所提的算法和经典的方法进行了复杂度分析与比较，并基于不同

的信道和码字对这些算法的仿真结果进行了性能分析和对比。

4.2 优优优化化化问问问题题题描描描述述述

本章考虑(N,K)二进制LDPC码C，由维度为M × N的校验矩阵H定义。令集合I ,
{1, 2, ..., N}和J , {1, 2, ...,M}分别表示变量节点和校验节点的索引集合，令dj，j ∈ J表

示校验节点j的度。考虑如图4.1所示的ISI信道模型，将消息序列表示为m ∈ {0, 1}K，编

码后的码字序列为x ∈ {0, 1}N，经过BPSK调制后得到发送序列d，其中di = 1 − 2xi ∈

{−1, 1}；记忆长度为T的ISI信道可以建模为一个具有加性高斯白噪声的离散时间有限脉冲
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响应序列(h0, h1, ..., hT ) ∈ RT+1，在图中表示为抽头延迟电路，其中

yi =
T∑
t=0

ht(1− 2xi−t), ∀i ∈ I. (4.1)

噪声序列e满足均值为0，方差为σ2的高斯分布，接收到的序列r ∈ RN可以表示为ri =

yi + ei，i ∈ I。考虑到边界计算，我们设置码字x和接收符号r额外的边界值为

x−(T−1) = ... = x−1 = x0 = 0.5,

xN+1 = xN+2 = ... = xN+T = 0.5,

rN+1 = rN+2 = ... = rN+T = 0,

(4.2)

从而涉及边界计算的r和1− 2x均为0，消除了对整体结果的影响。

LDPC BPSK ISI-LDPC
m x y

e

r m̂
0
h

1
h

2
h

T
h

d

图 4.1 ISI信道传输模型

基于最大似然译码准则，ISI信道下的LDPC码译码问题可以等价表述成如下的最大似

然译码问题 [32]：

min∥r− y∥22

s.t. x ∈ C.
(4.3)

其中约束条件x ∈ C可以等价表述为LDPC码的奇偶校验约束条件，即对码字x ∈ {0, 1}N，

有Pjx ∈ Pdj，j ∈ J，其中维度为dj × N的二进制矩阵Pj是一个选择矩阵，用于选择码

字x中参与到校验矩阵第j行校验式中的dj个元素。Pj的每一行有且只有一个非零元素，

非零元素的位置与校验节点j的邻居变量节点的索引相对应，假设校验矩阵H的第j行

为(1, 0, 0, 1, 1, 0)，则对应的Pj可以表示为

Pj =


1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

 . (4.4)

由于LDPC码的校验式均需要满足偶约束，则Pdj可以定义为

Pdj , {c ∈ {0, 1}dj | ∥c∥1 is even}, (4.5)
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Pdj也是长度为dj的单奇偶校验码（Single Parity-Check Code）的码书。文献[13]证明了求

解原最大似然问题等价于在码字多面体上对问题进行求解，从而可以将原奇偶约束条

件Pjx ∈ Pdj松弛为Pjx ∈ PPdj，其中

PPdj , conv
(
Pdj

)
= conv

({
c ∈ {0, 1}dj | ∥c∥1 is even

})
, (4.6)

PPdj被称为校验多面体（Check Polytope），表示维度为dj的单奇偶校验码的码字凸包，所

以对于码书C中的任意码字，Pjx都位于PPdj的顶点位置。

将ML问题(4.3)的约束条件替换为松弛后的校验多面体约束，同时将式(4.1)带入ML问

题的目标函数中并将其展开，可以得到与ML问题(4.3)等价的QP问题：

min
x

f(x) =
N∑
i=1

(
ri −

T∑
t=0

ht (1− 2xi−t)

)2

s.t. Pjx ∈ PPdj , ∀j ∈ J .

(4.7)

4.3 基基基于于于QP问问问题题题的的的ISI-PDD译译译码码码算算算法法法设设设计计计

本节我们提出了一种用于求解ISI信道下的LDPC码QP问题的PDD译码算法，采用LP松

弛和罚函数的方法来处理校验多面体的约束条件，同时引入了超松弛的方法来提升译码器

的收敛速度。 ISI信道下的PDD译码算法同样包含内外两层循环，内循环对AL问题进行分

布式求解，外循环进行对偶变量和惩罚参数的更新。

为了使QP问题(4.7)契合PDD算法的框架，我们首先引入辅助变量z , (z1, z2, ..., zM)，

其中对任意j ∈ J都有zj ∈ Rdj。除此之外，为了使问题可以在确定的多项式时间内求

解，我们还要对离散的码字约束进行处理。参考3.3.1的分析，本章我们同样采用LP松弛和

罚函数的方式，将码字x松弛为有界的连续约束x ∈ [0, 1]N，同时在目标函数中引入罚函

数g(x)来增加伪码字的代价，进而我们可以得到QP问题(4.7)的惩罚松弛表示：

min
x

f(x) + g(x) (4.8a)

s.t. Pjx = zj, ∀j ∈ J , (4.8b)

zj ∈ PPdj , ∀j ∈ J , (4.8c)

x ∈ [0, 1]N . (4.8d)

其中罚函数g(x)同样需要满足3.3.1中所列举的四项条件，避免伪码字出现的同时确保变量

的更新存在闭式解，从而可以有效地用分布式算法对问题进行求解。在本章中，我们选

择l2形式的罚函数，令g(x) = −α∥x− 0.5∥22 =
∑

i∈I −α(xi − 0.5)2，其中α是罚函数系数。
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接下来，我们采用增广拉格朗日方法，将问题(4.8)的目标函数和等式约束条件所对应

的AL函数定义为

Lµ(x, z) , f(x) + g(x) +
µ

2

M∑
j=1

∥Pjx− zj +
λj

µ
∥22, (4.9)

其中µ ∈ R+为拉格朗日函数的惩罚参数，与约束条件(4.8b)相关的对偶变量定义为λ ,
(λ1,λ2, ...,λM)，对于任意j ∈ J都有λj ∈ Rdj。进一步地，我们可以将AL问题表示为

min
x,z

Lµ(x, z)

s.t. zj ∈ PPdj , ∀j ∈ J ,

x ∈ [0, 1]N .

(4.10)

本章所提的ISI信道下的PDD译码算法采用了双层循环的结构，内层循环使用BCD算法

对AL问题进行近似求解，在外层循环中更新对偶变量λ和惩罚参数µ。令K和L分别表示内

层循环和外层循环的最大迭代次数，k和l分别表示内层循环和外层循环的索引，对于内层

循环，我们将原始问题分成子问题x和子问题z两部分进行求解，其迭代过程包括以下两个

步骤：

(1) 在给定zk的情况下更新xk+1：

此时zk和λl可以看作常量，针对子问题x的求解可以看作一个二次优化问题：

min
x

f(x) + g(x) +
µ

2

M∑
j=1

∥Pjx− zkj +
λl

j

µ
∥22

s.t. x ∈ [0, 1]N .

(4.11)

根据二次优化问题的一阶最优条件，取问题(4.11)的目标函数的一阶偏导数并让其

为零，可以得到如下的矩阵方程：

∂f

∂x
− 2αx+ α + µ

M∑
j=1

(
PT

j Pjx−PT
j z

k
j +

PT
j λ

l
j

µ

)
= 0N , (4.12)

其中∂f
∂x

=
(

∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, . . . , ∂f
∂xN

)T
表示实值标量函数f(x)的偏导向量，也称为梯度向

量，根据问题(4.7)推导出梯度向量中的偏导表示：

∂f

∂xi

=
∂

∂xi

N∑
i=1

(
ri −

T∑
t=0

ht (1− 2xi−t)

)2

= 4
i+T∑
n=i

hn−i

(
rn −

T∑
t=0

ht(1− 2xn−t)

)

=

(
8

T∑
t=0

h2
t

)
xi + 8

T∑
m=0

∑
t∈T \m

hmhtxi+m−t + σi, ∀i ∈ I.

(4.13)
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其中T , {0, 1, ..., T}，T \m表示T中不包含m的子集，σi是一个不参与迭代更新的

常量，可以表示为

σi = 4
T∑

m=0

hmri+m − 4

(
T∑
t=0

ht

)2

. (4.14)

令P =
∑M

j=1 P
T
j Pj，根据Pj的定义，可以得到P是一个维度为N × N的对角矩

阵，用| · |表示集合中元素的数目，则P中坐标为(i, i)的元素为|Nv(i)|，也就是变

量节点i的度。PT
j z

k
j计算展开后可以得到一个长为N的向量，将zkj中的dj个元素

分别放置于该向量中索引i ∈ Nc(j)的位置上，对于i /∈ Nc(j)的位置填0，从而

将PT
j z

k
j中的第i个元素表示为z

(i)
j 。同样的，PT

j λ
l
j中i ∈ Nc(j)的元素表示为λ

(i)
j ，对

于i /∈ Nc(j)的位置填0。从而对于任意i ∈ I，方程(4.12)可以等价表示为

∂f

∂xi

− 2αxi + α + µ|Nv(i)|xi − µ
∑

j∈Nv(i)

(
z
(i)
j −

λ
(i)
j

µ

)
= 0. (4.15)

根据(4.13)可以知道，每一个xi对应的偏导数计算结果与其相邻的2T个元素{xi±t |

0 ≤ t ≤ T}有关，从而难以从(4.15)直接得到xi简洁的闭式解。根据文献[36]，在

第k + 1次迭代时的xi求解可以近似通过第k次迭代中的xk
i±t来得到，考虑到PDD算

法随着迭代次数的增加而逐步收敛，所以在当前迭代中使用上一次迭代的计算结

果是合理的。进而我们可以将(4.13)中 ∂f
∂xi
在第k + 1次迭代中的表达式写作

∂f

∂xi

=

(
8

T∑
t=0

h2
t

)
xk+1
i + δi + σi, (4.16)

其中δi是由上一次迭代的结果计算得到，可以表示为

δi = 8
T∑

m=0

∑
t∈T \m

hmhtx
k
i+m−t. (4.17)

综上，将(4.16)代入(4.15)后可以得到问题(4.11)的最优解：

xk+1
i = Π[0,1]

(
ζi − α

ωi − 2α

)
, ∀i ∈ I, (4.18)

其中ωi = µ|Nv(i)| + 8
∑T

t=0 h
2
t，ζi = µ

∑
j∈Nv(i)

(
z
(i)
j − λ

(i)
j /µ

)
− δi − σi，δi和σi的

定义分别与(4.17)和(4.14)中相同。

(2) 在给定xk+1的情况下更新zk+1：

此时xk+1和λl可以视为常量，子问题z同样可以化简为一个二次优化问题，表示为

min
z

M∑
j=1

∥Pjx
k+1 − zj +

λl
j

µ
∥22

s.t. zj ∈ PPdj , ∀j ∈ J .

(4.19)
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根据二次优化问题的一阶最优条件，问题(4.19)的最优解可以表示为

zk+1
j = ΠPPdj

(
Pjx

k+1 +
λl

j

µ

)
, ∀j ∈ J , (4.20)

其中ΠPPdj
(·)为校验多面体投影操作，表示括号中的向量在校验多面体PPdj上的投

影，这也是在整个PDD译码算法中最耗时的部分，将在本章的下一节中详细介绍。

跟第三章类似地，我们采用超松弛机制来加快PDD算法的收敛速度，将(4.20)中

的Pjx
k+1替换为βPjx

k+1 + (1− β)zkj，从而子问题z的最优解又可以表示为

zk+1
j = ΠPPdj

(
βPjx

k+1 + (1− β)zkj +
λl

j

µ

)
, ∀j ∈ J , (4.21)

其中β ∈ (1, 2)为超松弛参数，可以控制松弛的程度，从而做到性能和收敛速度的

折中。

在外层循环中，我们进行对偶变量λ和惩罚参数µ的更新。第l次外层循环中的对偶变

量更新过程可以表示为

λl+1
j = λl

j + µl(Pjx
K − zKj ), ∀j ∈ J , (4.22)

其中xK和zKj 为内循环的输出。同时，惩罚参数根据µl+1 = cµl进行更新，其中c > 1是一个

控制参数，其可以使得µ在每次外层迭代中按照一定的增长率增长，从而保证对偶函数上

升。

ISI信道下的PDD算法的收敛条件同样可以设置为初始残差和对偶残差足够小，即
M∑
j=1

∥Pjx
k+1 − zk+1

j ∥22 < εini,

M∑
j=1

∥zk+1
j − zkj∥ < εdual,

(4.23)

其中εini > 0和εdual > 0分别表示算法对初始残差和对偶残差的容忍度，一般设置为小

于10−5的数。综上所述，本章所提的基于ISI信道下QP问题的ISI-PDD译码算法的总体流程

如算法8所示。

4.4 FCPP算算算法法法设设设计计计

校验多面体投影算法是整个ISI-PDD译码算法中最复杂耗时的部分，高效的投影算法

可以有效降低译码算法的整体复杂度。本节首先回顾了校验多面体的定义，并介绍了校

验多面体的几何结构，然后提出了一种基于迭代思想的快速校验多面体投影（Fast Check

Polytope Projection，FCPP）算法。
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算法 8基于ISI信道下QP问题的ISI-PDD译码算法

输输输入入入: 获取接收序列r

1: 初始化x0为全零向量，对任意j ∈ J，初始化z0j中的元素均为0.5，

λ0
j为全零向量；设置合适的参数α，β，µ0和c；令k = 0，l = 0

2: repeat

3: repeat

4: 根据式(4.18)更新变量x

5: 根据式(4.21)更新变量z

6: k ← k + 1

7: until达到最大迭代次数K或者达到收敛条件(4.23)

8: 根据式(4.22)更新变量λ

9: µl+1 = cµl

10: x0 ← xK，z0 ← zK

11: l← l + 1，k ← 0

12: until达到最大迭代次数L或者达到收敛条件(4.23)

输输输出出出: 硬判后输出码字x ∈ {0, 1}N

4.4.1 校校校验验验多多多面面面体体体的的的几几几何何何结结结构构构

在分析几何结构前首先回顾在4.3中给出的校验多面体的定义：

Pdj , {c ∈ {0, 1}dj | ∥c∥1 is even},

PPdj , conv
(
Pdj

)
= conv

({
c ∈ {0, 1}dj | ∥c∥1 is even

})
,

(4.24)

其中dj为校验节点j的度。一种常规的判断向量v是否属于校验多面体的表达方式是

令
∑

i αi = 1，αi ≥ 0，当且仅当ci ∈ Pdj时，向量v =
∑

i αici ∈ PPdj。这种描述方式非常

直观，但是并没有涉及多面体的几何结构，不利于校验多面体投影算法的设计。

文献[22]中清晰阐述了校验多面体的几何结构，图4.2给出了dj = 5时的校验多面体几

何结构作为示例。首先定义Pdj中汉明重量为r的子集Pr
dj
及其凸包PPr

dj
：

Pr
dj

, {c ∈ {0, 1}dj | ∥c∥1 = r},

PPr
dj

, conv(Pr
dj
),

(4.25)
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图 4.2 校验多面体几何结构(dj = 5)

其中PPr
dj
为单码字向量排列组合的凸包，所以又可以称为“排列多面体”，并且有PPdj =

conv(∪0≤r≤dj :r evenPPr
dj
)。进一步地，定义所有元素和为r的向量组成的仿射超平面为

Hr
dj

, {x ∈ Rdj | 1T
dj
x = r}, (4.26)

其中1dj是长度为dj的全一向量，从而PPr
dj
又可以表示为仿射超平面与校验多面体PPdj的交

集：

PPr
dj

= PPdj ∩Hr
dj
, (4.27)

其可以看作一个通过校验多面体的“切片”（Slice），所有切片PPr
dj
均与向量1dj正交。

进一步地，文献[22]提出了一种校验多面体中向量的“双切片”（Two-slice）表达方

式，即任何给定的向量都可以表示为汉明重量为r和r + 2的两个二进制向量的凸组合，比

如v ∈ PPdj可以表示为

v = αvr + (1− α)vr+2, (4.28)

其中vr ∈ PPr
dj
，vr+2 ∈ PPr+2

dj
，0 ≤ α ≤ 1，r = ⌊∥v∥1⌋even，⌊a⌋even表示小于等于a的最大偶

数。

4.4.2 FCPP算算算法法法

上一小节给出了校验多面体的定义并介绍了其几何结构，可以知道校验多面

体PPdj被包含于超立方体[0, 1]dj中，将一个向量投影到[0, 1]dj中是非常简洁明了的，即
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向量中大于1的元素设为1，小于0的元素设为0，其余元素保持不变。但是PPdj的投影

从几何结构上分析并不直观，本小节将借助超立方体投影以及辅助平面来完成校验

多面体的投影。对于向量v ∈ Rdj，超立方体投影和校验多面体投影可以分别表示

为u = Π[0,1]dj (v)和z = ΠPPdj
(v)。

基于文献[23]和[24]，校验多面体投影算法的首要步骤是先找到辅助超平面（Assistant

Hyperplane）来判断向量是否在校验多面体内。定义辅助超平面θTx = p，对于超立方体内

的点u ∈ [0, 1]dj，如果θTu > p，则u /∈ PPdj，并且将这种情况称作u的“割”（Cut）；相反

的，如果θTu ≤ p，则说明u ∈ PPdj。辅助超平面的获取可以参考文献[23]中的割搜索算

法：首先初始化超平面的指示向量θ为

θi = sgn(ui − 0.5) =

1, if ui > 0.5,

−1, otherwise.
(4.29)

然后判断θ中1的个数t，如果t是偶数，则翻转最接近0.5的ui对应的θi，然后更新t，从而确

保θ中1的个数为奇数，令p = t− 1。值得注意的是根据超立方体投影和指示向量θ的定义，

θ也可以直接由v得到。

对于θTu ≤ p的情况，超立方体投影等价于校验多面体投影，不需要额外的操作；而

对于θTu > p的“割”情况，我们要找到一个偏移系数s，使初始向量v沿着正交于辅助超

平面的指示向量θ的方向移动一段合适的距离得到v′，然后再通过超立方体投影映射到校

验多面体内，即z ∈ PPdj可以表示为

z = Π[0,1]dj (v
′) = Π[0,1]dj (v − sθ), (4.30)

其中s取一个合适的标量值使得θTz ≤ p。

偏移系数s的计算是校验多面体投影算法中最复杂的部分，本节中我们基于迭代的思

想来计算得到s的估计量ŝ。根据投影的几何关系，我们可以将超立方体上的u到辅助超平

面的距离作为一个参照量，来确定向量v在每次迭代过程中的偏移距离。定义u ∈ [0, 1]dj到

辅助超平面θTx = p的距离η，令x′ = u− ηθ为u投影到辅助超平面上的点，求解方程组u− x′ = ηθ

θTx′ = p

(4.31)

可以得到η = (θTu − p)/θTθ = (θTu − p)/dj。定义vi为v在第i次迭代中偏移后得到的向

量，v0 = v，ui = Π[0,1]dj (vi)，ηi为ui−1到辅助超平面的距离。γ是一个缩放因子，用来确
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定每次迭代中vi走过的步长大小，γ越大，则每次偏移的步长越大，所需的迭代次数就更

少，从而我们可以将偏移系数s的估计值表示为

ŝ = γ
∑
i

ηi. (4.32)

¢v

z

h
q

1v

2v

3v

1u
2u

3u
1h2h

1gh

2gh

3gh

s

0( )v v

0( )u u

图 4.3 校验多面体投影说明

图4.3举例说明了校验多面体投影的过程，其中θh表示超立方体的一个边界。随着

迭代次数的增加，向量v会越来越靠近要求的向量v′。首先讨论γ为一个定值的情况。假

设γ = 1，则根据文献[24]的推论，向量v永远不会超过向量v′，即ηi ≤ s−
∑i−1

j=1 ηj，当ηi小

于一个很小的阈值ε时迭代停止，所以最终的向量v既可能到达v′，也可能是收敛到v′。当

缩放因子γ > 1时，向量v每次迭代中的偏移量会更大，从而所需的迭代次数会更少。但是

在最后一次迭代时，因为缩放因子的存在可能会超过v′，由于我们选取的阈值非常小，通

常ε < 10−4，所以误差也会在这个数量级，如果γ取值合适的话不会对整个译码算法的性能

造成影响，后续我们通过仿真实验证实了这一说法。

由于偏移系数s是固定的，所以γ的取值越大，则所需的迭代次数肯定会更少。但

是当γ较大时，最后超出v′的值也会更大，可能会引起译码性能的退化，所以我们考虑

引入一个控制系数ρ < 1来动态调节γ的大小。当γ的初值较大时，在每次迭代过程中通

过γi+1 = ργi对γ的值进行更新，使得γ在算法收敛时减小到一个不会引起译码性能退化的

值1，从而最大限度减少迭代次数的同时确保译码性能不会衰退。其中ρ的大小可以通过结

合分析γ的初值和降到门限值所需的迭代次数得到，本文中ρ取0.93。结合上述分析，基于

迭代思想的FCPP算法具体步骤如算法9所示。
1在后续仿真中，我们发现固定γ = 2时还不会引起译码性能的退化，所以将γ动态调节的最小值门限值设为2。
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算法 9 FCPP算法
输输输入入入: 向量v ∈ Rdj

1: 初始化ε，t = 0

2: 对i = 1, ..., dj，令θi = sgn(ui − 0.5)

3: if集合{i : θi = 1}的模t为偶数 then

4: i∗ ← arg min|0.5− vi|

5: θi∗ ← −θi∗

6: end if

7: p = t− 1

8: u = Π[0,1]dj (v)

9: if θTu > p then

10: repeat

11: η = (θTu− p)/dj

12: v← v − γηθ

13: u = Π[0,1]dj (v)

14: if γ > 2 then

15: γ ← ργ

16: end if

17: until η < ε

18: end if

19: z = u

输输输出出出: v的校验多面体投影z ∈ PPdj

4.5 算算算法法法复复复杂杂杂度度度分分分析析析

考虑到校验多面体投影算法是基于校验多面体约束的译码算法中非常重要的一环，在

本节中，首先对所提的FCPP算法和其他的校验多面体投影算法进行复杂度的分析与比较，

然后再对所提的ISI信道下的ISI-PDD译码算法与其他ISI信道下的LDPC码译码方法进行复

杂度的讨论与对比。为了方便讨论，本节考虑所有校验节点或者变量节点的度都相同的规

则LDPC码，令校验节点的度为d。

首先，将所提的FCPP算法与文献[22]、 [23]、 [63]和[24]中的校验多面体投影算法进

行比较。
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• 文献[22]中最早提到了校验多面体投影算法，其复杂度主要体现在两次排序操作中，

而文献[23]所提的基于“割搜索”的校验多面体投影算法将排序操作减少到一次，所

以文献[22]和[23]的复杂度为O(d log d)。

• 文献[63]将校验多面体投影用单纯形（Simplex）投影替代，仍然存在部分排序操作，

其平均复杂度可以达到线性复杂度O(d)，最坏的情况为O(d log d)。

• 文献[24]提出了一种基于迭代思想的校验多面体投影算法，其中不涉及任何排序

操作。在设置最大迭代次数Imax为定值的情况下，相比[22]和[23]的超线性复杂度，

[24]在最坏情况下具有d的线性复杂度，可以表示为O(d)。

• 本文所提的FCPP算法同样也是基于迭代思想，复杂度可以表示为O(d)，但是由于在

迭代算法的基础上引入了缩放因子，所以达到相同收敛条件所需的迭代次数相比文

献[24]会更少，整体的计算复杂度会更低。

结合上述分析，各校验多面体投影算法的复杂度如表4.1所示。在下一节中，我们通过

仿真分析了所提的FCPP算法相比文献[24]中的算法在收敛速度上的提升。

表 4.1 校验多面体算法复杂度比较

校验多面体算法 计算复杂度

文献[22]，[23]，[63]中的CPP算法 O(d log d)

文献[24]中的CPP算法，所提的FCPP算法 O(d)

进一步地，对本章所提的ISI信道下的ISI-PDD译码算法，文献[36]所提的ADMM L2译

码算法，以及Turbo均衡的方案进行了复杂度分析与比较。

• 考虑到本章所提的ISI-PDD译码算法由内层循环和外层循环两部分组成，其中外层循

环中的对偶变量更新过程(4.22)可以等价写作

λl+1
j

µl

=
λl

j

µl

+Pjx
K − zKj , ∀j ∈ J . (4.33)

考虑到其中
λl
j

µl
，Pjx

K和zKj 都已经在内层循环中计算过，在外层循环中不需要再进行

额外的计算，所以只需要考虑内层循环的计算复杂度。对于内层循环需要分别考虑

子问题x和子问题z的计算复杂度：子问题x中的ωi是一个与迭代无关的常量，可以
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在迭代前计算得到，对于所有i ∈ I中的ζi，计算N次µ
∑

j∈Nv(i)

(
z
(i)
j − λ

(i)
j /µ

)
的复杂

度为O(N |Nv(i)|)，也可以表示为O(Md)，计算N次δi的复杂度为O(NT )，σ是以一个

与迭代无关的常量，从而对于变量x的更新所需的计算复杂度为O(NT + Md)；子

问题z中复杂度最高的是FCPP算法，当最大迭代次数Imax为定值时，子问题z的计算

复杂度可以写作O(d)。综上，本章所提的ISI-PDD译码算法的计算复杂度可以表示

为O(NT +Md)。

• 对于文献[36]中所提的ADMM L2译码算法，其单次迭代中主要涉及变量x, z,λ的更

新，更新变量x的计算复杂度为O(NT +Md)，由于[36]中采用了[63]中的单纯形投

影算法，所以更新变量z的最坏复杂度为O(d log d)。从而[36]的ADMM译码算法的计

算复杂度可以表示为O(NT +Md log d)。

• 对于Turbo均衡的方案主要考虑均衡算法和译码算法的复杂度：均衡算法采用软输

出的SOVA算法，SOVA算法是一种基于网格的算法，其复杂度由网格状态的数目决

定，随着部分响应信道的记忆长度呈指数增长，所以对记忆长度为T的ISI信道以及

码长为N的二进制LDPC码，其均衡算法的计算复杂度可以表示为O(N2T )；Turbo均

衡中的译码算法采用基于软判决的和积BP译码算法，其中计算复杂度最高的是校

验节点更新中涉及的双曲正切和反双曲正切运算，从而BP译码算法单次迭代的复

杂度可以表示为O(Md2)。结合上述分析，Turbo均衡方案的计算复杂度可以表示

为O(N2T +Md2)。

综上所述，各译码算法单次迭代的计算复杂度比较如表4.2所示。由于文献[36]中

的ADMM译码算法采用了[63]中的单纯形投影算法，仍然存在部分排序操作，其最坏

的情况为O(d log d)，而本文所提的ISI-PDD译码算法中采用了所提的FCPP译码算法，最

坏情况的复杂度为O(d)，所以总体的计算复杂度还是优于[36]中的ADMM译码算法。对

于Turbo均衡方案，如果ISI信道的记忆长度很长，则其复杂度呈指数增长，复杂度较高。

表 4.2 ISI信道下的LDPC码译码算法复杂度比较

译码算法 计算复杂度

Turbo均衡 O(N2T +Md2)

ISI信道下的ADMM L2译码算法 [36] O(NT +Md log d)

所提的ISI-PDD译码算法 O(NT +Md)
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4.6 仿仿仿真真真结结结果果果与与与性性性能能能分分分析析析

针对本章所提的ISI信道下的ISI-PDD译码算法以及其中关键的FCPP算法，本节通过

软件仿真和横向对比的方式来评估所提算法的性能，首先评估了FCPP算法的缩放因子对

迭代次数的影响，然后对ISI信道下的ISI-PDD译码算法以及其他译码算法在不同信道和

码长下的纠错性能进行了评估和比较，并且评估了不同缩放因子的FCPP算法对于译码

算法整体性能的影响。本节的仿真都在Matlab软件平台上进行，采用BPSK的调制映射方

式，考虑的ISI信道有EPR4信道，其中T = 3，{h0, h1, h2, h3} = {0.5, 0.5,−0.5,−0.5}，以

及PR4信道，其中T = 2，{h0, h1, h2} = {1/
√
2, 0,−1/

√
2}。考虑的ISI信道采用均值为0，

方差为σ2的高斯白噪声加噪，其信噪比（Signal-to-Noise Ratio，SNR）可以定义为SNR ,∑T
t=0 h

2
t/σ

2。考虑的LDPC码字为CCSDS的(256,128) LDPC码C1和Wimax的(1152,576) LD-

PC码C2 [62]。

4.6.1 FCPP算算算法法法仿仿仿真真真

首先我们讨论校验多面体算法的收敛过程，图4.4基于码字C1和EPR4信道举例说明了

不同的缩放因子γ对于FCPP算法收敛速度的影响，其中横坐标表示算法的迭代次数k，纵

坐标表示累积的偏移系数ŝk =
∑k

i=0 ηi，为了表述更加清晰，我们选择了所需迭代次数较

高的样本，图中的红线表示标准的偏移系数s。对于γ = 1.5和2的情况，γ在迭代过程中保

持不变，对于γ = 4，ρ = 0.93的情况，γ在迭代过程中通过ρ动态调整到一个门限附近的

值。从图中可以看出，没有引入缩放因子的ICPP算法 [24]收敛速度最慢，所需的迭代次数

最多，在FCPP算法中引入缩放因子后，每一次迭代有了更大的步长，收敛速度有了明显

的提升，最后达到标准偏移系数所需的迭代次数也更少，且随着缩放因子的增大，收敛速

度更快。

进一步地，我们通过仿真分析了FCPP算法的缩放因子γ对于收敛速度的提升效果。

考虑到校验多面体投影算法为ISI-PDD译码算法中的子算法，算法的输入向量v ∈ Rdj由

式(4.20)中的Pjx
k+1 +

λl
j

µ
计算得到，所以在分析收敛行为时不需要考虑不同信道的影响，

只考虑不同的校验节点度带来的影响。

表4.3的仿真结果基于EPR4信道，分别采用(256,128) LDPC码C1和(1152,576) LDPC码C2
来获取向量v的仿真样本，其中码字C1的校验节点度均为8，码字C2的校验节点度

为6或者7。考虑到高信噪比下迭代次数普遍偏小，所以基于C1和C2的统计样本分别

在SNR为3.5dB和2dB时生成，每个码字对应的统计样本收集了5 × 104组向量v用于统计不

同缩放因子对应的迭代次数，校验多面体投影算法中用于判断收敛的阈值设置为ε = 10−5。
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图 4.4 不同缩放因子的FCPP算法的收敛过程

表 4.3 FCPP算法迭代次数对比

C1 (d = 8) C2 (d = 6, 7)

平均情况 最坏情况 平均情况 最坏情况

ICPP [24] 23.4098 71 21.5050 60

FCPP(γ = 1.5) 14.4781 46 13.1716 39

FCPP(γ = 2) 9.7715 34 8.7714 28

FCPP(γ = 4, ρ = 0.93) 5.0876 29 4.0161 23

表中我们统计了不同算法和缩放因子对于同一组统计样本所需的平均迭代次数和

最坏情况所需的迭代次数，可以看出引入缩放因子的FCPP算法相比ICPP算法可以同时

减少平均迭代次数和最大迭代次数，且可以根据缩放因子的大小来控制收敛速度。其

中γ = 1.5的FCPP算法相比ICPP算法在码字C1和C2的条件下分别减少了38%和39%的迭代

次数，γ = 2的FCPP算法相比ICPP算法在码字C1和C2的条件下分别减少了58%和60%的

迭代次数，γ = 4，ρ = 0.93的FCPP算法相比ICPP算法在码字C1和C2的条件小分别减少

了78%和81%的迭代次数。需要注意的是，γ = 4，ρ = 0.93的FCPP算法中γ在10次迭代后

取到门限附近的最小值，所以对所需迭代次数较少的样本提升较为明显，对于所需迭代次
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数较多的最坏情况提升较少。

4.6.2 ISI-PDD译译译码码码算算算法法法仿仿仿真真真

本小节中我们将所提的ISI-PDD译码算法与其他ISI信道下的译码算法进行了仿真比

较，其中Turbo均衡算法中的均衡算法采用了SOVA算法，译码算法采用标准的和积BP译

码算法。考虑到Turbo均衡为双层迭代算法，其内层最大迭代次数kmax和外层最大迭代次

数lmax可以表示为(kmax, lmax)。对于所有仿真曲线，由于计算资源有限，每条曲线的最后

两个信噪比下只收集了50个错误帧，在其余每个信噪比点都至少收集了100个错误帧，且

每一组曲线的信息序列和噪声都基于相同的随机种子生成。

(1) LDPC码C1

首先考虑码率为0.5的(256,128) CCSDS LDPC码C1分别在EPR4信道和PR4信道下的译

码性能。将Turbo均衡算法的内层最大迭代次数和外层最大迭代次数在括号内给出，并且

将SOVA-BP(30,30)的Turbo均衡方案作为比较的基准，即总的内层迭代次数为900。为了进

行公平的比较，将ISI-PDD的内层最大迭代次数和外层迭代次数分别设置为4和225，从而

保持总的内层迭代次数也为900，由于ISI信道下的ADMM L2译码算法 [36]为单层迭代算法，

所以将ADMM译码器的最大迭代次数设置为900。同时我们通过遍历搜索的方式来选择误

码率最低的参数作为译码算法的参数，列举在表4.4中。进一步地，为了分析FCPP算法中

的缩放因子是否会引起ISI-PDD译码算法的性能衰退，我们对不同缩放因子的ISI-PDD算法

进行了仿真。

表 4.4 针对码字C1的译码器参数设置

ISI-PDD ADMM [36]

α µ β c α µ

C1 EPR4 3.8 2.1 1.5 1.003 3.8 1.8

C1 PR4 4.6 3.4 1.5 1.003 4.6 2.6

在图4.5中，我们提供了LDPC码C1分别在EPR4信道和PR4信道下的误帧率（Frame-

Error-Rate，FER）性能曲线。在EPR4 信道下，本文所提的ISI-PDD译码器在各信噪比

下的FER性能均优于作为基准的SOVA-BP(30,30)的Turbo均衡方案，在低信噪比区域
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与ADMM L2译码器的性能相近。当FER为10−3时，所提的ISI-PDD译码器相比Turbo均

衡方案有0.5dB左右的增益，相比ADMM L2译码器有0.2dB左右的增益。在PR4信道下，

本文所提的ISI-PDD译码器在各信噪比下的FER性能同样均要优于作为基准的SOVA-

BP(30,30)的Turbo均衡方案，且在高信噪比区域优势较为明显，在低信噪比区域与ADMM

L2译码器的性能相近。当FER为10−4时，所提的ISI-PDD译码器相比基准的Turbo均衡方案

有0.3dB的增益，相比ADMM L2译码器有0.2dB左右的增益。从图中我们可以发现，相比

于采用ICPP算法的ISI-PDD译码算法，采用带缩放因子的FCPP算法的ISI-PDD译码算法性

能并没有衰退，不同缩放因子的ISI-PDD算法性能非常接近，说明引入可以动态调整的缩

放因子可以在确保译码性能不衰退的前提下，大大降低CPP算法所需的迭代次数。

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
10-6
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10-3

10-2

10-1

100

图 4.5 LDPC码C1在EPR4和PR4信道下的FER曲线

(2) LDPC码C2

接着考虑Wimax的(1152,576) LDPC码C2分别在EPR4信道和PR4信道下的译码性能。同

样将SOVA-BP(30,30)的Turbo均衡方案作为比较的基准，令总的内层迭代次数为900。为

了公平的比较，将ISI-PDD的内层最大迭代次数和外层迭代次数分别设置为4和225，控

制总的内层迭代次数为900，并且将ISI信道下的ADMM L2译码算法的最大迭代次数设置

为900。考虑到对码字C1的仿真已经证明了合适的缩放因子γ并不会导致译码算法性能的衰
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退，所以对码字C2的仿真中采用γ = 4，ρ = 0.93的FCPP算法作为ISI-PDD算法的校验多面

体算法。表4.5中列举了译码算法性能最佳的参数。

表 4.5 针对码字C2的译码器参数设置

ISI-PDD ADMM [36]

α µ β c α µ

C1 EPR4 4.2 3.7 1.5 1.003 3.8 2.6

C1 PR4 4.8 5.4 1.5 1.003 4.8 2.9
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图 4.6 LDPC码C2在EPR4和PR4信道下的FER曲线

在图4.6中，我们提供了LDPC码C2分别在EPR4信道和PR4信道下的FER性能曲线。

在EPR4信道下，本文所提的ISI-PDD译码器在各信噪比下的FER性能均优于SOVA-BP(30,30)

的Turbo均衡方案，在高信噪比区域优势较为明显。当FER为10−4时，所提的ISI-PDD译

码器相比Turbo均衡方案有0.2dB左右的增益，相比ADMM L2译码器有0.1dB的增益。

对于PR4信道下码字C2的译码，Turbo均衡提升迭代次数所带来的增益较大，SOVA-

BP(30,30)相比SOVA-BP(5,5)在FER为10−2时有1dB以上的增益，本文所提的ISI-PDD译码器
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与SOVA-BP(30,30)的Turbo均衡方案和ADMM L2译码器性能接近，在高信噪比区域性能略

好于Turbo均衡方案。

4.7 本本本章章章小小小结结结

本章主要研究了ISI信道下的PDD译码算法及其关键的校验多面体投影算法，其目的

是弥补Turbo均衡方案存在的不足，改善ISI信道下LDPC译码器的性能，同时提升PDD译码

算法中校验多面体投影算法的效率。首先，我们介绍了ISI信道传输模型，以及该信道下

的LDPC码ML译码问题的QP描述，然后提出了一种基于校验多面体约束的ISI-PDD译码算

法。进一步地，针对ISI-PDD译码算法中的校验多面体投影步骤，提出了一种新的FCPP算

法，通过引入可动态调节的缩放因子来减少投影算法所需的迭代次数，大大提升了译码算

法的效率。接着我们对本章所提的算法进行了复杂度的分析，并且与经典算法进行了比

较。最后，我们对所提的FCPP算法和ISI-PDD译码算法进行了软件仿真，并和其他经典算

法进行对比分析，仿真结果表明了FCPP算法可以在确保译码性能的前提下大大减少CPP步

骤所需的迭代次数，以及ISI-PDD译码器相比Turbo均衡的译码方案具有更优的译码性能。
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5.1 本本本文文文工工工作作作总总总结结结

纠错码是提高通信系统可靠性的关键技术，而LDPC码作为一种接近香农极限的纠错

码，在学术界和工业界都获得了广泛的研究和应用，如今已被采纳为5G NR中eMBB场景

下的数据信道编码方案。考虑到经典的BP译码算法存在理论保证弱，高信噪比存在错误平

层等缺陷，基于ML问题的LP译码算法受到了编码工作者的广泛关注。虽然LP译码算法具

有较强的理论保证，并且可以有很低的错误平层，但是其实现复杂度较高，限制了其在工

程上的应用。近年来的一些研究提出用大规模分布式优化算法来求解LP问题，并且获得了

不错的效果，而PDD算法是一种基于BCD且可以求解大规模非凸非平滑优化问题的迭代算

法。受此启发，本文基于PDD算法框架来求解LDPC码的LP译码问题，将深度学习技术作

为辅助，并进一步将LP译码的思想推广到ISI信道下LDPC码的译码。现将本文的主要研究

成果总结如下：

(1) 针对LDPC码的LP译码问题，本文提出了一种基于级联度分解的PDD译码算法。

首先介绍了ML问题的级联整数规划形式，并采用LP松弛法来处理离散的校验约

束，目的是使原问题可以在多项式时间内求解，然后引入罚函数来避免伪码字的

出现，并使用超松弛机制来加快算法的收敛速度。进一步地，本文利用深度展开

技术将所提的PDD译码算法展开为一个模型驱动的神经网络LPDN，将可调参数

设置为训练参数，并采用适当的梯度下降法对网络进行训练，得到最优的网络参

数配置。仿真结果表明，所提的PDD译码器和LPDN译码器相比其他先进的译码器

具有更优的纠错性能，并且所提的LPND译码器相比所提的PDD译码器可以大大

减少迭代次数，提高译码效率。

(2) 将LP译码的思想推广到ISI信道中，本文进一步研究了基于ISI信道的LDPC码PDD译

码算法。首先本文将ISI信道下的LDPC码ML译码问题描述为一个QP问题，用校

验多面体的形式来描述校验约束条件，同样采用LP松弛法和罚函数法来简化约束

条件，引入超松弛机制加快收敛速度，然后基于PDD的算法框架提出了ISI-PDD译

码算法。考虑到译码算法中的校验多面体投影步骤最为复杂，耗时最多，本文提

出了一种基于迭代思想的FCPP算法，通过引入可动态调节的缩放因子来减少校验

多面体投影算法所需的迭代次数，从而提升译码器整体的译码效率。仿真结果首
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先证明了FCPP算法的有效性，可以通过适当改变缩放因子的大小来调整算法的收

敛速度，并且不会造成译码器的性能衰退，其次所提的ISI-PDD译码算法相比经典

的Tubro均衡译码方案具有更好的纠错性能，而且其计算复杂度随着ISI信道的记

忆长度呈线性增长。

5.2 下下下一一一步步步研研研究究究方方方向向向

本文基于PDD算法框架对LDPC码的LP译码问题开展了深入研究，同时引入了深度学

习技术辅助并将LP译码的思想推广到ISI信道中，目前取得了一些研究成果，但是仍存在

如下一些工作值得进一步探索研究：

(1) LDPC码的和积BP译码算法凭借简化的最小和算法已经在工业界获得了广泛的应

用，而基于LP译码问题的PDD译码算法虽然在性能上获得了不错的提升，并且相

比初始的LP译码算法大大降低了复杂度，但是算法的硬件实现仍然比较复杂。考

虑能否寻找一种硬件简化策略，来近似PDD译码算法中的乘法和矩阵运算，对

于PDD译码算法的硬件实现和工程应用有着重要意义。

(2) PDD算法作为一种适用于求解大规模非凸非平滑优化问题的迭代算法，在求

解LDPC码的LP译码问题方面获得了不错的性能表现，但是在其他纠错码中的应

用尚待发掘，将LP译码的思想推广到BCH码，Polar码等线性纠错码中，开发易于

分析求解且性能优良的译码算法同样是一个值得挖掘和探索的方向。

(3) 定义在GF(2q)的伽罗瓦域上的非二进制LDPC码在高数据速率系统和存储系统中有

着潜在应用价值，相比二进制的LDPC码可以更好消除短环，并且有着较强的抗突

发干扰能力。所以将现有的PDD译码算法推广到非二进制的LDPC码也是一个有价

值的议题。
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